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内 容 提 这 


本 书 共 分 十 章 , 夫 古代 韵 几何 学 起 ， 到 现代 的 空 时 四 元 
几何 竺 止 ， 均 分 前 论述 其 发 展 简 中 ,内 容 特点 以 及 相互 间 的 
隘 系 和 区 别 。 

全 书 通俗 而 严 赣 ， 可 供 初 中 以 上 程度 读者 阅读 。 


三 版 序 


用 


这 本 书 原 在 1949 年 1 月 写 于 香港 。 当 时 由 于 伟大 的 社会 主 
义 新 中 国 即 将 诞生 ， 港 九 文化 界 在 1949 年 元 已 集会 上 号 如 用 号 
和 首 向 新 中 国 献 礼 ， 作 者 薪 闪 盛会， 用 一 周 时 间 号 成 这 本 书 ， 交 
三 联 书 由 出 版 。 第 一 版 序 育 如 下 ， 

“在 新 中 国 里 ， 学 术 不 再 是 为 少数 的 人 ,也 不 再 被 少数 人 所 
独 卢 ; 隔 必 使 专门 的 学 本 大 灵 化 ， 在 目前 是 学 术 工 作 考 的 最 主 
要 的 任务 。 数 学 既然 是 一 切 科学 的 基础 ， 使 它 大 众 化 芍 需 要 当 
然 更 为 迫切 。 

数学 的 几 个 大 部 门 中 ， 几 何 学 有 着 图 形 的 帮助 ， 最 容易 引 
起 广大 的 读者 的 兴起。 这 本 小 册子 的 目的 便 是 想 用 极 税 单 的 话 
各 很 美丽 的 图 形 疝 读者 介绍 几何 学 。 只 要 念 过 一 年 九 徊 和 代数 
的 人 都 四 得 稚 这 本 书 ， 而 且 在 第 坟 章 里 ， 我 把 最 近代 的 几何 学 
一 一 连续 几何 学 介绍 给 所 有 读者 ， 戎 望 没有 念 过 几何 学 的 人 也 
看 得 荔 它 的 天意， 更 希望 对 几何 学 有 兴趣 的 人 替 它 开拓 更 宽广 
的 ， 更 伟大 的 园地 。”* 

十 年 过 去 后 ， 由 于 广大 读者 的 需要 ， 作 了 部 分 修订 ，1959 
年 出 商务 印 书 锅 出 修订 版 ， 再 版 的 自序 中 有 这 样 一 段 话 ， 

人 大 的 十 年 过 去 了 ， 我 们 锅 大 的 祖国 已 经 起 了 空前 的 变 
化 ， 一 日 千里 地 网 社会 主义 各 共产 主义 跃进 。 生 活 在 这 个 伟大 
的 祖国 饪 抱 中 的 人 ， 对 于 建国 十 周年 的 盛大 时 节 如 何 能 不 宸 现 
出 更 大 的 欢欣 。 作者 用 这 段 话 天 达 了 修订 时 的 激情 。 

三 十 年 过 去 了 。 我 们 的 党 提出 疝 四 个 现代 化 进军 的 伟大 任 
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务 ， 号 寻 提 高 全 民族 的 科学 文化 水 平 。 许 多 同志 都 惟 促 我 表 淫 
这 本 书 ， 鞭 此 机 会 我 改写 了 部 分 章节 ,特别 是 重 写 了 第 十 章 “ 空 
时 四 元 几何 学 ", 这 是 二 于 世纪 科学 最 伟大 的 成 就 之 一 ， 必 须 普 
太 给 | 大 恋 汗 。 

湖南 科技 出 版 社 为 我 提供 了 出 版 机 会 ， 并 作 了 许多 编辑 加 
工 、 缮 写 等 方面 的 工作 ， 为 第 三 版 的 出 版 付出 了 很 大 网 劳动 ， 
说 致谢 意 。 

最 后 ， 对 从 第 一 版 起 就 支持 这 一 工作 的 冯 敏 同志 ， 裘 示 谢 
意 。 


奢 元 册 
1980 年 3 月 于 北京 
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第 一 章 ”古代 的 几何 学 


1 儿 何 学 的 发 源 


我 们 人 天 的 狙 国 在 历史 上 上 对 世界 文化 和 科学 的 各 个 方面 者 
有 重 天 的 贡献 。 由 于 农业 劳动 的 需要 ， 我 国 吉 代 估 民 已 经 有 了 
简单 的 几何 图 形 的 概念 ， 鲍 如 ， 从 甲骨 文中 已 经 出 现 了 “ 规 ? 与 
“ 绰 * 这 两 个 字 ， 也 出 现 了 “ 田 " 字 。 在 裔 周 两 代 造 下 的 示 销 器 上 
面 的 花纹 ， 都 是 十 分 美丽 而 准确 的 几何 图 案 。“ 一 子 * 一 书 中 对 
于 图 所 下 的 定义 比 西 方 欧 玫 里 德 的 “几何 学 要 义 ” 一 书 所 记 的 
要 是 一 百 多 年 。 由 于 天 文 、 水 利 、 建 筑 等 的 需要 ， 我 国 吉 代 的 
几何 学 得 到 很 天 发 展 。 大 约 在 公元 前 一 记 纪 ， 我 国 的 “周岁 算 
经 ”和 “ 轧 章 算术 ”都 记 费 了 “ 勾 股 纺 ” 定理 ， 其 中 如 商 高 所 
称 的 * 色 三 股 四 纺 五 ?, 其 后 刘 徽 利用 这 个 定理 创造 了 “市 园林 ?”， 
由 图 内 接 正六 边 形 分 割 到 贺 内 接 九 十 六 边 形 ， 求 出 = 3.14 苑 
近似 值 。 这 里 已 经 有 了 通 近 的 概念 。 公 元 五 世纪 我 国 出 了 一 位 
伟大 的 科学 家 -一 祖冲之 ， 人 由 算出 回 周 率 r 在 3.1415926 和 
3,1415927 之 间 ， 这 一 贡献 比 西 方 奥 托 的 结果 约 早 一 千年 ,在 天 
文 和 大 地 测量 方面 ， 我 国 吉 代 还 出 了 张 寅 和 一 行 等 伟大 的 科学 
家 。 

在 西方 ， 相 传世 何 学 是 在 四 千年 以 前 发 源 于 埃及 。 块 及 的 
尼罗河 两 岸 土地 肥沃 、 农 产 丰 富 ， 因 此 埃及 成 为 西方 文化 的 发 
类 地 。 但 是 ， 尼 风 河 每 年 有 定 央 的 话 滥 ， 水 涨 时 两 岸 国 地 被 淹 
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没 ， 水 退 后 ， 田 地 前 界 限 被 冲 般 。 为 了 解决 土地 的 争 热 ， 测 地 
学 便 随 着 这 种 需要 而 发 生 。 

上 述 移 这 种 佟 说 基 有 一定 的 可 靠 性 的 ， 因 为 现在 我 们 所 用 
的 玫 和 何 学 "这 一 名 词 的 原意 便 是 由 西方 的 “ 测 地 学 ”音译 过 来 
的 。 约 在 三 和 于 八 百 年 前 ， 一 位 埃及 学 者 阿 黑 斯 手 霓 了 一 古书 ， 
在 这 本 有 省 的 阿 黑 斯 抄本 中 便 有 许多 关于 面积 的 测量 计算 法 。 
其 中 也 还 有 关于 金字 搭 的 几 向 问题 ， 直 到 现在 对 于 金字 塔 前 几 
体形 体 的 精确 与 完美 ， 入 们 仍 不 能 不 叹服 ， 但 可 异 这 些 巨 大 的 
建筑 只 是 作为 帝王 的 甘地 ， 徒 然 劳 民 伤 财 。 

四 季 的 变化 对 于 衣 收 全 和 农业 都 有 决定 竹 的 意义 ， 天 文学 
也 应 时 而 生 。 首 先 必 须要 测定 东 丙 南北 方向 ， 计 代 人 很 早 就 知 
道 用 北 寝 星 来 定 北方 ， 要 找 东 西方 向 ， 则 需要 作 南 北方 阿 的 重 
线 ， 古 代 人 用 “和 邹 三 股 四 引 五 ”的 办 法 来 确定 直 和 ， 也 就 是 用 
三 条 绳子 ， 各 长 三 、 四 、 五 个 单位 ， 将 它们 组 成 一 个 三 角形 ， 
则 五 单位 荔 对 的 和 角 便 是 直角 。 这 个 定理 前 一 般 形 式 ， 出 现在 希 
腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 梁 的 工作 中 。 一 般 说 来 ,古代 挨 及 的 几何 学 
只 是 从 实际 问题 中 积 景 了 感性 知识 ， 还 有 待 总 结 和 提升 并 抽象 
进 普 遍 福 的 定理 和 建立 严格 的 体系 。 


开 和 希腊 的 几何 学 


希腊 的 “七 个 陪 明 人 ?” 之 一 的 泰勒 斯 到 埃及 去 经 商 ， 很 快 
机 就 尝 握 了 埃 芭 人 已 有 的 几何 学 知识 ， 并 把 这 些 知 识 传 国 到 和 希 
踊 。 那 时 见 何 学 不 但 是 一 门 时 蜡 的 学 科 ， 而 且 是 一 切 学 者 的 必 
悠 科 。 将 学 家 柏 拉 贸 便 在 门 上 号 着 不 学 凡 何 学 的 人 ， 请 勿 入 
此 站 ， 因 为 几何 学 在 当时 被 认为 是 训练 人 葛 红 维 方 法 和 逻辑 扒 
还 的 最 好 前 一 门 学 科 。 和 希腊 最 伟大 的 几何 学 家 是 毕 达 其 拉 斯 。 


着 站 和 


1 毕 达 哥 拉 斯 学 派 


毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 一 个 组 织 非 常 严 密 的 集团 ， 他 们 将 他 位 
的 成 果 保 密 起 来 。 传 说 当 他 们 
发 现 了 现 丰 通称 的 “ 毕 达 再 拉 
斯 定理 ”时 ， 人 了 他们 杀 了 一 百 头 
牛 举行 了 辟 大 的 祝贺 大 会 。 而 
当 有 一 个 人 泄漏 了 这 个 秘密 
时 ,他 们 就 将 这 个 人 沸 死 ,这 个 
有 名 将 毕 达 哥 拉 斯 定理 "是 ， 

平面 上 一 个 直角 三 角形 的 
直角 哆 两 夹 边 的 平方 之 和 等 于 
直角 所 对 的 边 的 平方 (图 1) 图 1 


2 诡 扒 学派 


与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 同 时 的 有 着 名 的 诡辩 学 派 。 这 人 一派 的 领 
宰 是 辩证 学 家 齐 诺 。 最 有 名 的 施 状 例子 是 追 优 说"”。 希 腊 神 话 
中 有 一 个 跑 得 最 快 的 阿 其 里 斯 ， 但 是 齐 诺 断 言 ， 阿 其 里 斯 追 不 
上 一 个 比 他 跑 得 慢 的 乌 鱼 。 下 而 是 齐 诺 的 推理 ， 

慨 设 阿 其 里 斯 跑 得 比 岛 鱼 快 十 和 俏 ， 忆 开始 时 在 马 龟 之 后 一 
浆 远 。 当 他 跑 完 这 一 式 有 路 时 ， 这 个 乌 包 前 进 了 一 尺 。 所 以 乌龟 
在 阿 其 里 斯 前 一 尺 。 当 他 跑 洁 这 一 尺 足 时 ， 这 个 乌龟 前 进 了 一 
十 。 所 以 乌龟 在 网 其 里 斯 前 一 寸 ,…… 如 此 下 去 ， 乌 龟 总 在 阿 其 
时 斯 前 页 ， 永 远 追 不 上 。 

这 里 奉 涉 到 阿 其 里 斯 和 乌 鱼 的 速度 是 否 周 定 的 问题 ， 速 谋 
固定 篇 多 有 一 个 无 限 级 数 求 和 移 问 题 。 

诡辩 学 派 研究 的 重要 对 象 是 风情 学 的 作 图 难题 。 这 些 难题 


和 条 昌 


中 有 曾经 成 为 历 踊 上 著名 问题 而 后 来 又 都 得 到 了 彻 请 解 关 的 所 
请 “三 大 难题 `。 


3 初等 凡 何 作 图 三 大 难题 


着 腊 人 留 下 葛 三 大 难题 是 ， 

(一 ) 三 等 分 任意 一 个 已 知 角 。 

{二 》 二 倍 立方 体 , 骂 作 一 个 立方 体 使 其 体积 等 于 一 个 已 知 
立方 体 的 体积 前 两 倍 。 

(三 ) 方圆 ， 即 作 一 个 正方 形 使 其 面积 等 于 一 已 知 圆 的 面 
积 。 

历史 上 有 不 少 学 者 为 了 这 三 个 题 和 目 花 了 很 多 时 间 ， 直 到 十 
九 革 纪 末 才 弄 清楚 了 下 面 的 结论 ， 

如 果 作 图 揭 工 具 只 限于 圆规 和 无 刻度 的 直 尺 ， 则 这 三 个 作 
图 是 都 是 不 可 能 的 ( 见 第 二 章 第 工 节 4 款 和 第 四 章 第 I 节 5 款 ). 所 
谓 不 可 能 的 准 切 意义 和 证 明 后 面 都 将 再 谈 到 。 

如 果 梓 图 的 工具 不 限于 圆规 和 直 只 ， 这 三 个 问题 都 很 容易 
解 次 。 例 如 其 中 最 困难 的 方圆 问题 ， 作 一 个 圆柱 ， 柱 底 为 已 给 
的 锁 ， 柱 高 为 已 给 的 男 的 半径 的 一 半 ， 把 这 个 图 桩 在 平面 上 滚 
一 周 ， 得 到 一 个 长 方形 《如 图 2) 不 难看 出 ,这 个 长 方形 的 一 过 


是 图 半径 r 的 一 半 妈 万， 另 一 边 是 加 周 长 即 2sr， 因 此 这 个 长 方 
形 的 面积 是 


x 277 = TY  。 


这 就 是 图 面积 。 现 在 将 长 方形 转化 为 正方 形 ， 作 图 法 在 每 本 初 
等 凡 何 书 中 都 可 以 拒 到 ， 问题 也 就 解决 了 。 由 此 可 见 ， 读 者 于 
万 不 要 再 去 从 事 这 种 已 经 御 席 解雇 了 网 问题 的 研究 ， 理 则 县 浪 
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费 目 己 的 宝贵 时 间 ， 又 给 数学 家 增加 完全 无 用 的 负担 。 


4 柏拉图 党派 


柏拉图 对 于 几何 学 的 贡献 是 在 几何 学 的 体系 和 基础 方面 。 
已 开始 把 几何 学 建立 在 定义 、 公 理 及 届 辑 上 面 ， 使 得 几何 学 的 
基础 比 其 他 科学 更 稳 因 ， 论 证 更 和 精密， 体系 更 骨 确 ,但 是 册 没 
有 专心 于 几何 学 ， 所 以 著作 不 多 ， 他 的 工作 后 来 由 欧 几 里 德 和 到 
完成 。 

柏拉图 学 涛 的 研究 偏重 于 立 栖 几 
何 学 。 这 个 学 派 的 有 名 学 者 万 争 苏 。 
由 证 明了 一 个 圆锥 形 的 体积 等 于 同 高 
同 凑 的 图 柱 形 的 栖 积 的 三 分 之 一 (图 
37。 怀 所 用 的 方法 叫 耗 尽 法 ,实际 上 是 
积分 法 的 粗 型 。 图 $ 

公元 前 338 年 ， 雅 典 被 希腊 北部 的 马其顿 王 斐 力 仆 所 征服 。 
希腊 文化 从 此 中 还， 在 希腊 ， 几 何 学 的 发 展 也 随 荐 停 计 。 西 方 
文化 四 心 又 移 回 到 埃及 去 ， 在 那里 ,初等 几何 学 发 展 到 了 高 峰 ， 


第 二 章 ” 欧 氏 几 何 学 


I 亚 力 山 大 大 学 城 


逢 中 被 马其顿 灭亡 以 后 ， 其 本 土 的 文化 因此 中 断 ， 但 斐 力 
丰 的 儿子 亚 力 山大 大 帝 孝 把 希腊 文化 呵 他 的 广大 的 征服 区 传 
播 。 他 侵占 埃及 以 后 ， 便 在 尼罗河 蝇 建 立 了 恋 力 山大 握 和 亚 力 
山大 大 学 。 这 个 大 学 继承 了 希腊 文化 的 正宗 ， 江 同 前 发 展 了 一 
千 多 年 。 这 个 大 学 早期 出 了 几 个 著名 的 数学 家 和 物理 学 家 如 阿 
基 米 短 ， 阿 波 罗 组 斯 和 欧 北 里 德 ， 刚 期 还 出 了 双 布 圭 。 他 们 当 
中 ， 以 欧 几 里 短 对 于 几何 学 的 贡献 最 大 。 


H 欧 几 里 德 的 贡献 


的 几时 篇 为 了 教学 的 需要 编 威 了 一 部 “ 玫 何 学 要 义 "。 这 部 
书 共 分 十 五 着 ， 第 一 、 二 、 三 ， 四 ,六 着 都 是 关于 平面 几何 的 。 
第 五 卷 是 关于 一 般 的 比 生 图形。 第 七 、 八 、 九 卷 是 关于 算术 方 
面 的 。 第 十 着 是 关于 直 钱 上 的 后。 最 后 五 眷 则 是 关于 立体 几何 
的 。 这 部 书 的 材料 虽然 大 部 分 是 前 人 留 下 来 的 ， 证 题 方 法 也 多 
沿用 希腊 人 的 ， 但 网 玫 里 籍 不 仅 增加 了 由己 的 工作 ， 最 主要 的 
是 建立 了 严格 的 几何 的 体系 .他 把 以 前 不 严格 的 证 明 重 加 论证 ， 
再 经 过 一 番 非 常 精 细 的 整理 和 排列 。 他 整理 出 的 这 一 套 玫 何 体 
系 在 几何 学 中 占据 了 统治 的 地 位 达 二 于 多 年 ， 那 时 网 孔 里 德 的 
名 宇 可 以 说 是 几何 学 的 同 义 语 。 具 有 到 了 十 九 世 纪 ， 才 有 其 他 


和 # 类 名 


派别 的 志 柯 学 出 现 ， 于 是 ， 人 们 采用 了 爽 氏 儿 何 和 非 欧 几何 这 样 
的 名 词 来 加 而 区 分 ， 这 将 在 下 一 章 去 谈 到 。 现 在 我 们 中 学 教 的 
都 是 欧 氏 几何 ， 因 此 ， 应 访谈 一 谈 葡 氏 几 何 的 体系 和 内 容 ， 


£ 几何 学 票 光 的 体 际 


几何 学 要 义 这 部 权 感 著作 的 精华 在 什么 邮 方 呢 ? 当然 ， 
其 中 的 材料 非常 丰富 和 美丽 ， 学 过 几何 学 的 人 都 是 知道 的 。 但 
是 丰富 和 美丽 的 材料 不 一 定 就 会 堆 成 一 部 好 书 。 多 而 且 好 的 家 
料 辟 能 司 成 一 性 好 衣服 ， 还 要 经 过 好 裁 链 师 情 移 巧 手 章 裁 与 稍 
心 链 合 才 行 , 欧 几 里 德 便 是 几何 学 史上 的 “好 裁 颖 ” ,他 的 草 裁 颖 
合 便 构 成 了 儿 林 学 的 体系 问题 。 

的 氏 的 书 中 包括 四 种 根本 性 的 概念 ， 

第 一 、 定 闵 ， 其 是 几何 学 中 用 的 字 的 意 头 。 同 如 ， 

定义 一 点 具有 位 置 阶 没有 大 小 ， 并 且 不 能 被 分 宴 。 

第 二 、 公 理 ， 即 是 不 证 自明 的 命题 。 例 邵 ， 

公理 ”如 果 4 等 于 B， 则 了 等 于 4。 

第 芋 、 公 设 ， 即 在 几何 学 中 假设 其 成 立 的 事项 ， 这 种 假设 
必须 太 家 承认 ， 才 可 以 在 它 上 面 建立 起 几何 学 体系 来 。 业 如 ， 

公设 ”过 不 同 的 二 点 可 以 作 一 直线 。 

第 四 、 命 征 ， 俞 题 又 分 两 部 份 ; 

1 作 图 题 , 出 已 知 的 几何 学 里 的 对 象 找 出 或 作出 所 求 的 对 
象 。 例如， 

作 图 题 ， 求 作 一 已 知 角 的 二 等 分 角 线 。 

2)》 定理 ， 即 根据 仿 定 、 公 理 , 公 设 和 定义 科 用 逮 辑 推理 得 
出 结论 。 山 如 ， 

定理 ， 一 三 角形 的 三 边 如 相等 ， 则 三 角 亦 相等 。 


2 定 区 


将 实践 中 大 量 出 现 的 事物 的 形态 及 其 相互 关系 的 这 一 例 面 
抽象 出 来 ， 得 出 一 类 基本 研究 的 对 象 ， 例 如 点 、 线 、 面 、 体 等 
等 。 


3 公理、 公设 和 定理 


公理 和 公设 的 区 别 在 哪里 岷 ? 欧 氏 的 意思 是 ,前 者 是 数学 各 
分 支 都 承认 的 基本 道理 ， 后 者 则 只 是 几何 学 中 所 需要 的 基本 道 
理 。 不 承认 前 者 ， 整 个 数学 体系 都 将 产生 变化 ， 不 承认 后 者 ， 
只 达 涉 到 几何 学 的 体系 。 现 代 学 者 已 不 再 将 它们 区 分 ， 而 统称 
为 公理 了 。 

定理 是 在 公理 、 公 设 等 的 基础 上 ， 从 假设 出 发 ， 经 过 逻辑 
推理 得 出 的 结论 ,但 十 在 推导 中 大 们 常常 把 未 经 列 为 公理 ,公设 
的 一 些 道 理 椒 自觉 地 运用 了 。 村 把 这 起 不 自沉 地 用 到 的 公理 和 
公设 全 部 补 出 ， 这 个 工作 很 困难， 它 是 近 下 年 米 才 解决 的 ， 以 
后 第 七 章 会 再 谈 到 。 

当然 ， 如 困 对 于 某 一 公理 或 公设 不 予 承认 ， 而 换 成 另外 的 
公理 或 公设 ， 那 么 在 它 上 面 建立 起 的 几何 体系 便 将 改观 。 例 如 
欧 氏 几何 中 有 一 条 著名 的 第 五 公设 ， 即 平行 线 公 设 如 果 改 为 其 
他 的 公设 ， 则 欧 氏 几何 便 将 改换 为 非 欧 儿 何 了 ， 这 将 在 下 一 音 
详 谈 。 


4 欧 氏 作 图 法 


欧 氏 几何 学 中 规定 只 用 两 种 作 图 工具 ， 妈 圆规 和 无 刻度 的 
直 尺 。 规 定 直 尺 具 有 两 种 用 途 ， 
1) 经 过 已 惹 不同 的 两 点 作 一 直线 ， 
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2) 无 限 地 延长 一 已 知 直 线 。 

这 里 必须 说 明 ， 欧 氏 的 凡 子 上 面 没有 刻度 ， 故 不 能 用 作 量 长 度 
的 工具 。 

规定 略 规 共有 一 个 用 法 ， 

吾 知 D 操 及 各 点， 以 D 为 赔 它 ， 帮 DA 为 学 径 可 作 一 个 圆 。 

这 里 必须 指出 ， 普 通 如 果 知 道 了 圆心 在 O， 闪 和 茎 等 于 AB 之 
长 ， 则 只要 将 圆规 量 了 AB 之 长 ， 再 放 到 0 点 即 可 而 图 , 但 哆 氏 
车 规 不 来 没有 这 个 用 法 。 对 于 实 欢 销 研 的 读者 ， 不 妨 试 试 ， 用 
欧 氏 圆 褒 与 直 尺 ， 帮 出 圆心 在 0O, 半径 等 于 4B 长 度 的 回 。 

还 有 一 点 要 加 以 限制 ， 即 是 关于 圆规 和 直 尺 使 用 的 次 匆 必 
须 是 有 限 次 ， 不 能 用 无 限 多 次 。 合 平 上 而 这 些 和 条件 的 作 留 法 型 
做 欧 有 作 加 法 。 前 章 所 提 到 的 所 谓 “ 初 等 几何 学 中 作 坑 三 太 难 
题 ” ,利用 殉 氏 作 图 法 都 是 不 可 能 的 ,这 理由 在 后 面 第 四 章 第 I 节 
5 就 会 网 到 。 

当然 ， 没 有 理由 限制 作 图 上 只 能 使 用 欧 氏 直 尺 与 欧 氏 圆规 ， 
有 人 蚀 造 性 的 人 人 可 以 创造 各 种 作 图 工具 ， 用 以 解决 各 神 间 题 ， 开 
尽 新 间作 图 国 地 ， 这 是 田 一 个 问题 了 。 


HIL 圆锥 截 线 


与 欧 氏 差不多 同时 的 有 著名 的 学 者 阿 基 米 德 ， 他 是 数理 牺 
理学 的 创始 者 ,流体 静 力 学 的 基本 原理 一 一 泽 力 原理 的 发 现 党 。 
在 几何 学 上 阿 基 米 德 的 贡献 也 很 大。 他 在 巨著 “ 圆 的 衬 量 ”和 
“ 球 与 贺 柱 ”中 大 胆 地 用 了 极限 的 方法 去 研究 长 度 ,面积 和 体积 
的 关系 ,这 种 方法 在 当时 识 正 统 的 希腊 学 派 的 学 者 所 难于 接受 ， 
但 是 这 种 思想 在 后 来 微 积 分 发 明之 后 便 帘 普 角 推广 和 采用 了 本。 

当 田 马 军队 打破 他 疡 在 的 城市 和 时， 他 正在 水 地 工 专 心地 研 


间 大 二 


究 他 的 罚 ， 他 痛斥 罗马 土 兵 无 理 地 路 坏 了 他 的 图 形 ， 因 而 被 多 
马 士 兵 杀 死 ， 昌 然 罗 马 的 将 军马 塞 禄 曾 下 过 命令 不 许 伤 害 这 个 
杰出 的 学 者 ， 但 也 光 济 于 事 。 依 照 他 的 
潢 旷 ， 马 罕 禄 在 他 的 医 碑 上 刻下 了 一 个 
装 在 圆柱 里 面 的 球形 ， 用 以 记述 他 的 一 
个 著名 定理 ， 

“一 个 球 的 体积 与 面积 各 为 一 个 刚 


好 包围 这 个 球 的 图 十 的 迟 积 与 面积 的 三 
分 之 二 江 见 图 她 图 4 

阿 基 米 德 死 后 半 个 沁 纪 出 了 杰出 的 几何 学 家 阿波 罗 弓 斯 。 
他 利用 殉 氏 方法 去 研究 图 锥 蕉 线 ， 


因此 也 属于 欧 氏 见 条 学 范围 。 仙 前 
结果 非常 精美 ， 但 是 后 来 居 上 的 其 
他 由 柯 学 的 方法 给 我 们 更 简便 的 途 
径 去 进行 研究 ， 这 在 第 四 章 及 第 五 
章 再 谈 到 ， 现 在 只 给 出 定义 ， 

取 二 根 相交 的 直线 AOA! 及 
BOB!， 将 808/' 红 AO0A’' 轴 旋转 所 
得 曲面 称 为 圆锥 曲面 (图 5) 

任 取 一 张 平 面 与 加 锥 曲面 相 裁 ,得 到 的 曲线 称 为 圆锥 裁 线 。 
癌 锥 截 线 可 分 为 三 大 类 ， 

1 天 圆 ， 包 揪 圆 及 一 点 等 特例 (图 6) 

2》 双 有 贞 线 ， 包 播 二 相交 直线 及 重合 的 二 直线 等 〈 图 7) 

3) 抛物 线 (图 8) 

这 三 种 圆锥 截 线 都 有 正 现 的 作法 。 在 一 平面 (x,) 上 任 取 
两 点 P 与 @， 在 《〈r,) 上 接点 RR， 司 得 | PR f+ JOBRI = 已 给 定 的 
常量 。 这 种 RR 点 的 全 体 便 组 成 一 个 椭 图 (图 9) 。 在 一 个 平面 (zs) 
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财 6 图 了 图 8 
上 任 取 两 点 P 与 9， 在 (x,) 上 找 点 S$, 使 得 | |Psl - |@sl | = 已 
给 的 第 量 .这 种 S 点 的 全 体 便 组 成 一 个 双 曲 线 ( 图 10)。 在 一 个 平 
面 (xe》 上 任 取 一 直线 1 及 线 外 一 点 P。 在 Cx》 上 找 点 了， 使 
得 了 点 到 ! 的 距 讽 等 于 了 点 到 P 氮 的 距离 ， 这 种 了 点 的 全 体 便 组 成 


一 个 抛物 线 (图 11)。 
NA 
抽 
图 9 网 10 图 11 
有 一 个 简单 的 作法， 取 一 个 手电 人 简 ， 正 对 着 墙 圭一 黑人 和 便 得 
到 一 个 贺 ! 懒 狗 一 些 ， 圆 变 成 椭 国 ， 再 倾斜 一 些 ， 实 回 拉 长 成 
抛物 线 ， 表 贷 余 一些， 抛物线 便 成 了 双 赐 线 的 一 支 。 
圆锥 截 线 在 工程 技术 中 应 用 很 广 。 驱 草 线 可 以 用 作 飞 机 舰 


艇 导航 的 根据 、 糖 加 是 地 球 绕 太 阳 ， 卫 星 绕 地 球 的 加 线 。 炮 弹 
是 沿 抛 物 线 运动 的 等 等 。 因 此 应 当 将 辐 惟 截 线 的 知识 作为 常识 
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来 普及 。 在 第 四 章 I 节 6 赦 和 第 五 章 第 IV 节 2 款 还 会 再 提 到 圆锥 截 
线 。 

关于 亚 力 出 大 大 学 中 最 后 的 一 个 杰出 学 者 书 布 土 的 工作 将 
在 第 四 章 第 I 节 3 就 和 第 五 童 第 IV 节 1 球 中 述 及 。 


在 此 雇 后 ， 盟 暗 移 中 世纪 统治 了 闸 方 ， 几 何 学 的 发 展 停滞 
了 一 于 多 年 。 
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第 三 章 非 欧 几 何 学 


1 非 欧 几何 学 小 中 


在 败 氏 拖 何 学 在 几何 学 中 占 统治 地 和 售 的 二 千 多 年 中 ， 许 多 
儿 林 学 家 都 企图 将 欧 开 平行 公设 改 为 一 人 定理 ， 亦 即 用 其 他 公 
理 和 公设 为 基 珊 来 推出 这 一 公设 。 长 期 的 许多 人 前 努力 都 时 于 
和 失散， 敢于 思考 的 人 开始 怀疑 ,十 九 世 纪 和 初叶, 三 个 数学 家 
民国 的 罗 巴 彻 天 斯 基 、 匈 牙 利 的 波 尔 牙 和 乱 国 的 高 斯 互相 独立 
地 发 展 了 一 种 几 杂 学， 简称 双 曲 式 儿 何 学 ,由 于 罗氏 景 尘 发 表 ， 
于 以 又 叫 罗 氏 史 条 学 。 他 们 三 人 人 的 情况 各 不 相同 。 波 尔 维 是 一 
个 青年 学 生 ,他 的 成 果 是 作为 他 父 北 的 一 本 著作 的 附录 发 表 的 。 
但 是 ， 老 波 尔 雅 的 那 本 书 早 已 被 和 人 遗忘， 而 这 个 青年 在 附录 中 
所 否 述 的 思想 则 妃 永 远 留 下 来 了 。 当 波 尔 雅 的 成 果 送 到 被 称 为 
“数学 的 王子 "的 大 科学 家 高 斯 的 手中 时 ， 高 斯 说 ， 司 样 的 工作 
离 斯 本 人 也 它 作 了 ， 但 是 ， 不 敢 发 表 , 因 为 怕 被 人 器 成 “六 子 ”。 
机 想必 变 统 治 几 何 学 界 商 千 多 年 的 欧 氏 玫 杂 学 ， 那 的 克 蚌 几何 
学 中 的 一 场 思想 革命 。 这 场 革 命 在 远离 西方 文化 中 心 药 俄 周 卡 
山 开 始 了 。 罗 巴 塘 夫 斯 基 尾 过 卡 山 大 学 校长 。1826 年 他 发 表 了 
自称 为 “虚名 箱 学 ”的 论文 ， 算 是 对 欧 压 儿 林 学 的 革命 宣言 ， 
以 此 欧 几 里 德 不 再 是 几何 学 的 同 义 语 ， 拘 氏 上 几何 上 只 是 几何 中 的 
一 个 派别 ， 虽 然 是 非常 重 于 的 派别 。 历 史 的 教训 是 值得 吸取 药 : 
远郊 西方 文化 中 心 的 卡 出 ， 也 少 受 传统 的 压力 ， 官 生 的 生 蛙 不 
忻 老 虎 ; 而 天 才 的 大 师 却 可 能 扫 惯 社会 保守 势力 的 攻击 ， 不 仅 
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个 支持 新 生 事物 ， 甚 至 隐藏 起 自己 已 经 取得 的 科学 成 果 。 

历史 又 到 了 迅速 发 展 的 阶段 。 当 罗氏 巨著 发 表 的 那 一 年 ， 
一 位 有 重大 页 献 的 数学 家 获 曼 在 德国 诞生 了 。 一 十 八 年 后 ， 年 
青 的 获 曼 提出 了 又 一 种 新 的 几何 学 ， 它 既 不 是 欧 氏 几何 学 ， 也 
不 是 罗氏 几何 学 ， 现 在 通称 为 黎 氏 几 条 学 ， 或 琅 圆 式 儿 何 学 。 
罗氏 和 和 禾 氏 儿 柯 学 又 合 称 为 非 欧 几 箱 学 。 忆 后 由 于 射影 几何 和 
微分 几 箱 的 发 展 、 这 三 种 几何 学 又 可 以 从 更 高 级 的 观点 统一 起 
来 ， 这 在 第 五 章 第 IX 节 3 款 和 第 六 章 第 I 人 H 节 3 就 中 将 再 述 及 。 


HI 三 种 几何 学 公设 的 异同 


现在 我 们 先 叙 述 欧 氏 的 平行 公设 ， 青 君 罗氏 和 笋 氏 如 和 何 改 
变 它 。 


1 欧 氏 及 罗氏 的 平行 公设 


欧 氏 平行 公设 如 下 ， 

在 一 平面 上 , 设 有 一 直线 (及 线 外 一 点 B, 过 8 可 以 作 一 直线 
8 不 与 4 相交 ， 并且 通过 B 氮 不 与 4 相交 的 直线 只 有 一 条 以 图 12a) 

定义 ”直线 5 虽 直 线 4 的 平行 线 。 

罗氏 用 下 面 的 公设 代 着 了 欧 氏 的 平行 公设 ， 

罗氏 平行 公设 ， 在 一 平面 上 ， 通 过 一 直线 外面 一 点 B， 可 
以 作 4 的 两 条 不 同 的 平行 线 5 ,及 5b,( 图 125) 
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2 区 氏 公设 
黎 攻 根本 不 承认 有 平行 线 的 存在 ， 而 代 之 以 葡 曼 的 两 条 公 


1) 同一 平面 上 的 任何 二 直线 一 定 相 交 

2》 直线 虽 可 以 无 限 延 长 ， 但 是 总 的 长 度 是 有 限制 的 。 

大 相 很 礁 想象 黎 氏 几何 学 说 的 是 什么 ， 但 是 幸好 我 们 是 生 
活 在 地 球 上 ， 地 球 上 的 “直线 ”实际 上 是 过 地 球 中 心 的 平面 所 
鹤 出 的 大 国 。 大 圆 必 相交 ， 大 圆 的 长 庆 是 有 限 芍 ， 虽 然 语 荐 大 
图 可 以 不 断 前 进 。 

四 一 个 简单 的 方法 来 说 明 这 三 种 公设 的 不 同 虑 ， 取 一 条 直 
线 404/ 及 线 外 一 点 B， 联 结 BO， 让 0 点 设 04 方 向 忠 到 无 限 远 
外 去 时 ，BO 的 极限 位 置 设 为 BX; 再 让 0 点 沿 047 方 向 殉 到 无 限 
远 处 去 ，BO 的 极限 位 置 设 为 BX’( 图 13》 


如 果 BX 与 BX' 系 同一 直线 的 二 线 引 时，. 便 得 到 欧 氏 公设 ;如果 
3X 与 BX 不 是 回 一 直线 的 二 线段 , 便 得 到 罗氏 公 谱 : 如 果 侣 太 识 
QA4 或 0A' 的 方向 跑 去 后 经过 有 限 的 路 程 义 跑 回 原 地 , 恒 是 黎 氏 


公 英 。 


I 三 种 几何 学 的 异同 


三 种 几何 学 的 基本 差异 只 限于 平行 公设 ， 因 此 ， 几 与 平行 
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公设 和 无关 的 欧 氏 几何 学 的 定理 ， 在 三 种 几 刹 学 中 都 是 成 立 的 。 
见 与 平行 公设 有 关 的 赂 氏 几 何 学 的 定理 在 另外 两 种 几 知 学 中 神 
要 修改 ， 重 新 建立 。 


1 三 种 几何 攀 中 相同 的 定 更 


下 面 略 述 三 种 几何 学 中 都 成 立 的 儿 条 定理 ， 

例 一 ”假设 两 个 三 角形 的 三 对 对 应 边 贮 各 各 相等 ， 则 两 三 
角形 凡 久 悟 合 。 

例 二 ”假设 两 个 三 角形 的 二 对 对 应 边 及 对 应 的 夹 角 皆 名 各 
外 等 ， 则 两 三 角形 可 以 重合 。 

例 三 ”人 恨 设 两 个 三 攻 形 的 二 对 对 应 东 及 对 应 的 夹 边 皆 各 各 
相等 ， 则 两 三 角形 可 以 琶 合 。 

例 四 ”一 个 三 角形 的 两 边 相 等 ， 则 两 对 应 角 可 以 琶 合 。 

这 里 不 用 “全 同 ” 或 “相等 ”而 用 “ 亚 合 " ,这 是 为 了 如 重 
亚 合 的 帝 义 ， 在 第 八 章 第 贡 节 4 寺中 ,我 们 会 看 到 这 三 种 几何 学 
如 何在 看 合 的 意义 下 统一 起 来 ， 其 他 相同 的 例子 很 多 ， 此 地 不 
多 述 ， 而 转 到 相 蜡 的 方面 去 。 


2 三 种 几何 学 中 孙 同 的 定理 


这 三 种 几何 学 的 最 显著 的 差异 在 于 笛 和 面积 方面 。 举 儿 个 
主要 酌 子 ， 
例 一 欧 氏 : 任何 一 个 三 角形 的 尘 内 角 之 和 等 于 二 直 解 。 
罗氏 ， 任何 一 个 三 角形 的 三 内 角 之 和 小 于 二 直角 。 
黎 氏 ， 尾 何 一 个 三 角形 的 三 内 角 之 和 大 于 二 直角 。 
由 此 ， 叉 引入 了 定义 ， 
在 罗 氏 几 何 中 ， 二 家 角 减 去 一 个 三 角形 的 三 内 第 之 和 叫做 
该 三 角形 的 “角色 。 
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在 黎 氏 几何 中 ， 一 个 三 戎 形 的 三 内 角 之 和 减 去 二 直角 叫做 
该 三 前 形 的 “ 章 余 。 

例 -~- 了 歌 氏 ， 一 个 三 角形 的 面积 与 三 内 角 之 和 无 关 。 

罗氏 ， 一 个 三 角形 的 面积 与 角 欠 成 正比 。 

黎 氏 ， 一 个 三 角形 的 画 积 与 角 祭 威 正比 。 

例 三 ” 欧 氏 ， 两 个 三 角形 的 三 对 对 应 角 各 各 相等 ， 则 两 三 
角形 的 三 对 对 应 过 成 出 例 ， 但 不 一 定 相等 ， 因 而 也 不 一 定 能 登 


合 。 


罗氏 与 黎 氏 ， 两 个 三 角形 的 三 对 对 应 角 各 各 相等 ， 则 了 贾 三 
角形 的 三 对 对 应 迪 各 各 相等 ， 生 此 两 个 三 第 形 可 以 释 合 。 

内 此 可 见 ， 罗 氏 和 和 获 抱 几何 学 中 的 三 角 学 的 问题 比较 容易 
前述 ， 

一 个 三 角形 有 三 个 边 及 三 个 角 共 六 个 要 案 ， 已 知 三 个 求 其 
他 三 个 ， 人 恒 是 三 角 学 的 问题 。 

欧 岳 几何 学 则 不 容易 叙述 一 些 。 因 为 这 六 个 要 素 中 ， 三 内 
角 之 和 为 二 家 角 ， 因 些 ， 如 果 给 出 三 个 角 ， 风 三 角形 并 未 完全 
确定 ， 外 得 出 三 边 的 比例 关系 ， 并 不 完全 确定 。 因 此 应 得 到 ， 

吹 氏 ; 一 个 三 角形 有 三 个 边 及 二 个 角 共 五 个 要 束 ， 第 三 个 
角 是 二 宜 角 三 这 二 个 角 之 和 , 故 不 是 独立 和 的。 在 五 个 要 素 中 ,给 
出 三 个 ， 要 求 其 他 两 个 ， 这 便 是 欧 氏 三 角 学 。 | 

由 上 面 韵 例子 可 以 君 出 三 种 几何 学 主权 不 同 的 结论 了 。 


IV 三 种 几何 学 与 真理 和 的 问题 


读者 也 许 会 问 ， 真 理 只 有 一 个 ， 为 什么 会 出 现 三 种 不 同 的 
玫 何 学 昵 ? 检验 走 理 的 标准 只 能 是 实战 ， 实 践 证 明 那 一 种 几何 
学 是 真理 呢 ? 
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原来 ， 客 观 事物 是 复杂 多 样 的 ， 随 闭 不 同 的 客观 条 性， 我 
们 每 到 不 局 的 规律 。 

人 悄 如 ， 在 日 常 小 范围 空间 的 条 忻 下 ,例如 一 个 房屋 前 建设 ， 
或 一 个 城市 的 规划 ， 用 歼 氏 几何 便 足 够 精确 了 。 但 是 ， 如 果 你 
要 作 远 距离 的 旅行 ， 例 如 由 北京 到 上 海 ， 在 她 球 上 北京 与 上 海 
揭 最 得 距 离 已 经 不 再 是 直 钱 《除非 你 打 一 个 穿 过 她 球 的 地 洞 )， 
而 是 通 过 她 球 中 心 和 北京 、 上 海 三 点 所 决定 前 平面 与 地 球 所 交 
的 大 团 上 由 北京 到 上 海 欧 一 侦 劣 并 ， 好 球 上 获 球 面 三 凶 学 这 已 
是 黎民 儿 何 学 了 。 例 如 用 经 线 0 及 180” 的 子午 平面 , 经 东经 线 
90 "及 和 面 经 线 90" 的 子午 平面 和 纬度 0 麻 的 湖 道 平面 这 三 张 平面 
将 她 球 表面 分 为 作 个 球面 三 角形 ， 你 就 可 以 看 瑞 ， 这 每 个 球面 
三 角形 的 三 内 和 角 都 是 间 前 。 因 此 ， 这 每 个 球 鲁 三 角形 的 三 内 着 
之 和 均 为 270"， 面 不 表 荐 180"。 前 余 都 是 30 面 不 再 是 0° ,由 此 
可 见 ， 在 地 球 表 面前 大 范围 地 区 ,我 们 实际 上 要 用 黎 氏 兄 柯 学 。 

那 双 ， 罗 民风 何 学 又 将 在 全 各 条 忻 下 出 现 呢 ? 一 个 情形 是 
在 “ 协 于 ”上 【〈 见 第 六 章 第 UI 节 2 郝 )]。 那 么 在 物理 世界 中 ， 罗 
氏 郊 何 出 更 吗 ? 的 确 如 此 | 男 巴 初 夫 斯 殖 曾 经 没 想 他 前 “ 碟 几 
何 学 ”可 能 在 天 文学 的 大 只 麻 上 有 实现 揭 可 能 ， 虽 然 在 他 生活 
的 年 代 上 ， 科 学 发 展 水 平 还 来 不 及 给 以 验证 。 这 种 思想 在 爱 因 
斯 坦 欧 相对 论 出 现 之 后 ， 在 物理 世界 大 尺度 重 质量 的 剧 星 竟 局 
转 的 空 阅 与 时 间 中 出 现 了 这 各 几何 学 所 撕 述 的 特征 ， 这 将 在 第 
十 章 中 第 工 节 5 熟 中 述 及 。 

总 之 ， 共 还 缉 上 ， 三 种 几何 有 同样 的 地位， 从 数学 的 实现 
上 ， 三 种 几何 都 有 模型 可 以 实现 ;从 物理 世界 的 现实 中 ， 三 种 
疙 何 务 在 一 定 的 条 性 下 成 为 现实 世界 的 一 种 理论 的 近代 “ 模 
号”. 乌 紫 ， 都 是 一 定 条 性 下 的 相对 真理 ， 而 灵 都 可 以 在 更 高 一 
级 的 观点 上 统一 起 来 。 
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本 举 里 所 提 到 的 研究 非 欧 几何 的 方法 是 初等 的 ， 后 面 还 要 
用 高 级 的 观点 来 处 理 它 们 ， 我 们 必须 跳出 初等 方法 的 范围 ， 找 
出 新 的 工具 来 开拓 几何 学 的 新 研究 领域 。 


Hj 


第 四 章 解析 几何 学 


I 解析 儿 何 学 的 基本 概念 


解析 几何 学 的 发 明 是 法 国 天 哲学 家 笛 卡 儿 等 人 的 贡献 ， 它 
在 代数 学 与 几何 学 之 间 建 起 一 个 桥梁 。 儿 何 学 的 问题 先 翻 译 成 
了 代数 学 的 问题 ， 用 代数 学 的 方法 解决 所 得 的 结果 再 翻译 成 
几何 学 所 蛋 的 答案 ， 因 此 在 本 章 里 ， 我 得 假定 读者 已 经 念 过 初 
等 代数 学 才 行 。 


1 直线 上 的 点 与 实数 的 对 频 


假设 有 一 架 飞 机 消 东 西方 向 的 直线 飞行 ， 机 和 师 经 常用 无 名 
电 与 地 面 联络 ， 报 汗 飞 机 的 位 置 。 在 航路 中 任 取 一 点 0, 机 师 可 
以 报告 飞机 的 位 置 如 次 ， 

在 0 点 东 阁 干 里 ， 

在 0 点 ， 

在 0 点 西 车 干 里 。 
但 是 为 了 节省 电文 的 缘 鼓 ， 他 与 地 面 上 的 人 约定 用 一 个 正 号 
“+ ” 代 开 “在 9 点 东 …… 里 ?， 用 一 个 零 “0" 代表“ 在 2 点 "， 用 一 
个 负 导 “~” 代表 “在 OQO 虚 西 …… 里 ”。 例如 飞机 正在 QO 点 , 机 师 的 
电文 便 是 "0" ,地面 上 的 人 下 到 “0 之 后 ， 又 再 翻译 成 “在 0 点 ?。 
例如 飞机 在 点 西 2,5 里 , 机 师 的 电文 恒 是 ”~2.5” ,地面 上 的 人 
收 到 “2.5” 后 再 翻译 成“ 在 0 点 西 2.5 里 ”。 这 里 有 两 点 必须 注 
意 的 ， 第 一 ， 机 师 先 把 位 置 翻译 成 一 个 数目 ， 每 一 个 位 置 只 能 
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翻 成 一 个 数目 ， 不 会 翻 成 两 个 不 相等 的 数目 。 第 二 ， 地 画 上 的 
人 收 到 一 个 数目 时 也 只 能 翻译 成 一 个 位 置 ， 不 会 翻 册 两 个 不 同 
的 位 置 。 这 样 电文 便 不 会 引起 误解 ， 用 数学 的 话 来 说 ， 这 航线 
上 的 每 一 点 必定 找 得 出 一 个 实数 〈 包 括 正 数 、 负 数 和 零 》 来 老 
示 ， 也 只 找 得 到 一 个 实数 来 履 示 。 反 过 来 说 ,任何 一 个 实数 必定 
能 表示 这 航线 上 的 一 点 ， 也 只 能 。，。! 
表示 这 航线 上 的 一 点 。 所 以 航线 “ 一 一 
上 的 点 与 实数 便 一 对 一 地 配 成 对 。 图 14 
推广 上 面 的 例子 ， 任 取 一 直线 1 任职 一 点 CO， 任 意 取 一 
个 距离 4 作 长 度 单位 (图 14)。 在 i 上 任意 取 一 个 方 铅 作 正方 讽 ， 
与 它 相 反 的 方向 作 负 方向 (上面 的 合子 中 ， 东 方 是 正方 向 ， 西 
方 其 饥 方 向 ， 一 里 即 的 &) 。 类 伺 的 用 "+ ”、*0?、“ 一 "分别 代表 
“在 O 点 沿 正 方 钢 ……w* 在 0 点 "及 “在 0 点 沿 负 方向 ……w”。 那 
么 l 上 的 每 一 点 有 一 个 实数 配 成 对 。 或 者 说 把 几何 学 里 的 直线 
上 的 点 译 成 代数 学 里 的 实数 ， 及 把 代数 学 里 的 实数 译 成 几何 学 
里 的 直线 ! 上 的 点 。 


2 平 商 上 的 点 与 实数 组 的 对 应 


在 一 平面 (x) 上 任 取 二 互相 垂直 的 直线 了 /OX 及 Y/OQY， 设 
QO 为 交 上 后。 规定 OX 是 X'OQX 上 的 正方 铅 ，QOX/ 是 负 方 向 ， 规定 
OY 是 YOY 下 的 正方 向 ，OY' 
是 负 方 疝 。 又 任 了 一 不 离 & 作 为 
天 COX 及 TDO7 工 的 长 度 单 位 。 根 
据 第 四 章 第 I 节 1 款 和 “COX 上 的 点 
与 实数 配 成 对 5 Y7O7Y 上 的 点 也 
与 实数 配 成 对 (图 15)。 图 15 

在 平面 《FE)》 上 和 尾 取 一 点 P。 作 Y/O7 及 和 7OX 的 平行 线 ,各 
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次 三 70X 及 Y7OY 于 4 点 及 了 点 。 4 点 在 基 'OX 上 ， 所 以 A 点 可 以 
译 成 一 个 实数 ， 设 为 z4 了 后 在 纯 07 上， 所 区 如 所 也 可 以 译 成 一 
个 实数 ， 设 为 y。 有 了 一 个 P 便 可 以 得 一 实数 组 (x，y)。 反 过 
来 ， 有 了 一 实数 组 《z， 切 ， 先 把 z 主 成 X 7OX 二 的 一 点 4 再 把 
y 译 成 YOY 上 的 一 点 B。 过 态 及 B 各 作 Y 了 ‘OY 及 XX'OX 的 平行 线 相 
奖 ， 即 得 一 成 P。 所 以 有 了 一 组 实数 {fz， 坊 可 以 找到 一 点 P 。 
如 困 z ,等 于 x 及 Jy ,等 于 y; 时 ， 我 们 说 两 实数 组 (71, J1) 瑟 
Cz;，Js) 相同 ， 如 时 7x ,不 针 于 Xs 或 y ,不 等 于 y#; 时 ,我 们 说 这 两 
实数 组 不 同 。 现 在 我 们 可 以 得 到 一 个 结论 ， 

对 于 平 而 (x) 上任 一 点 P， 必 有 一 实数 组 (rx，y)》 与 P 配 对 ， 
而 且 旭 只 有 一 实数 组 (x*， 功 与 P 配 对 。 不 辣 的 两 点 P, 及 Ps 各 
与 不 同 的 实数 组 Cz1，#1) 及 rs，3sz) 本 对。 反之 对 于 任 一 实 
激 组 (xz， 坊 ，(X) 上 沟 有 一 点 P 与 5z， 执 配对 ,而 且 也 只 有 
一 点 P 与 〈7z， 妇 本 对。 不 同 的 两 实数 组 (T1，y,) 及 (zx;,y,) 
各 与 不 则 的 两 点 P, 及 P; 相 配对 。 

或 者 说 ， 几 何 学 里 的 平面 (xz 上 的 点 ,可 以 译 成 代数 学 里 的 
实数 组 〈z， 切 ;反之 代数 学 里 的 实数 组 (z，) 也 可 以 译 成 几 
何 学 里 的 乎 商 (YX) 上 的 后 "。z 称 为 了 所 的 机 坐标 ，# 称 为 PP 点 的 织 
坐标 ,tz，y) 称 为 了 后 的 坐标 。 


3 直 钱 与 一 次 方程 式 


假设 作 XOY 及 人 XOY! 的 分 外 线 W'OW( 图 16)。W'OW 
二 性 取 一 点 P。 过 P 作 YOY 及 XOX 的 平行 强 务 交 X'OX YIOY 
于 4 点 及 B 点 。 由 初等 几何 学 我 们 知道 04 之 长 等 于 OB 之 长 。 但 
DA 之 长 即 是 z，0B8 之 长 妈 是 yy， 所 以 =y 或 ?~y=0。 即 是 说 P 
上 态 的 坐标 (z， 切 总 适合 二 元 一 次 方程 式 -y=0 或 X=y} 反 
之 任 取 适合 T=y 的 一 实数 组 (zx，y)， 把 x 译 成 X'OX 上 的 点 妇 ， 


各 这 二 


把 y 译 成 YOY? 上 的 点 B。 过 A 及 B 各 作 Y 了 'OYF 及 XX*OX 的 平行 线 变 
于 P 点 。PBO 是 一 个 正方 形 。 所 以 GP 是 人 A0B 的 平分 线 ,或 者 
说 P 帮 WOW 上。 由 此 得 到 证 荀 的 结论 ， 

WOW 上 的 任 一 点 P 详 成 的 
实数 组 (I， 沪 适 侣 工 -8=0 
反之 ， 适合 ?一 #=0 的 任 一 实数 组 
《7，Jy) 详 成 的 点 P 在 W'OW 上 ，。 

或 者 说 平面 (x) 上 的 直线 W'OW 
可 以 译 成 二 元 一 次 方程 式 工 -3 
= 反之， 二 元 一 次 方程 式 X 一 y=0 
可 以 译 成 (TT) 平面 上 的 W/OW 直线。 图 18 

惕 肉 广 一 些 ， 平 面 (X55) 上任 取 一 直线 I， 一 定 可 以 找到 -一 个 

az+by+c=0 (9 b，¢ 均 为 实数 ，4 及 b 不 同时 为 零 》(1) 
使得 工作 一 点 P 芗 译 成 的 《rz， 坟 都 适合 方程 式 (1)。 

反之 ， 尾 取 一 个 二 元 一 次 方 往 式 (1)， 必 能 找到 tz) 上 的 一 
直线 1， 使 得 适合 (1) 的 任 一 组 〔z， 执 所 译 成 的 点 P 都 在 了 工 。 

现在 作 一 个 几 伍 代数 对 照 辞 由 如 下 ， 
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平面 (XT》 上 一 点 让: 一 组 实 攻 (1 ,N12 
平面 (XT)》 上 一 址 级 工 ， 一 二 元 一 次 方程 式 : 


urt+hy+tre=0 
(alypisoi 均 为 实数 人 0 及 Di 不 
同时 为 零 )。 
:在 工 ! 上 ， 或 乓 过 忆 ， 《Z1581) 适 合 atz+aitr+ci= 


CE 


| 
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这 其 典 后 面 还 要 继续 补充 ， 现 在 我 们 举 一 个 例子 说 衣 它 的 用 
法 。 亚 力 册 大 大 学 后 期 善 名 的 数学 家 巴 布 十 有 一 个 有 趣 的 定理 
如 下 ; 

在 一 平面 4f) 上 任 取 二 直线 二 及 加。 在 上 及 世上 各 取 三 所 4 ， 
六 ,， 有 六 ，， 太 8B1，B,，8B,。 假设 A Ap A 
六 1Bs 与 六 ,Bl 交 于 Cas 总 ,BB, 与 Cr 
六 ;和 , 交 于 13 六 1B, 与 站 Bi 实 
于 Cz。 则 C1 Cs,Cs 三 点 在 一 直 品 有 豆 久 
线 1, 上 (图 17)。 图 7 

利用 上 面 的 套 典 把 这 几何 学 的 定理 译 成 代数 学 的 定理 ， 


几 何 学 代 数 学 

平面 5fF) 上 任 取 两 直线 五 与 避 。 任 取 两 全 二 元 一 次 方程 式 ， 
arthy+cer = 0. (1) 
Sa tbay+ c=0, (2) 

上 任职 三 点 A1 ,2,4;. 性 取 语 合 t1) 交 三 组 {X11) 
(TayH2tst rary) 

12 上 性 取 三 点 上 D1, B2, Bs， 任 取 适 全 42) 前 三 给 5428 
(rssl5), mes He), 

必 上 过 A 及 Ba。 找 z+by+ct=0, 《347 
全 得 (riypi)7 及 (rsyg5) 利 合 。(d) 

作 避 过.4> 玉 五 1， 找 gsx + bsy+ cs = 人 0 | 
恺 得 (fs 442) 及 Cryy4) 适 雪 (6》。 

设 凡 及 1s 交 于 Ca。 设 联 立方 程式 | (4 之 公 要 为 
【T7y7)。 

作 is 过 A443 及 Bas， 拭 get+ bay + ce=0, (8) 
使 得 (x2 ,#2) 及 (Xo,ya) 过 会 .6) 

作 1 这 Aa 及 8;， 拢 g72 + bry + er =0, | 


| 


代 数 学 


情 得 [Iia ya? 于 (z5 ,#67 证 合 (77. 
设 fa 及 记 交 于 Ci。 设 联 立 方 各 式 | 《83 之 公 根 为 
(Tg Myale 
作 ie 这 A1 及 请; 损 dpX + Dey+ ca 0. (8) 
使 得 {x1 ,51) 及 (To,te} 适 会 (8)， 
作 呈 过 .48 及 旦 1 。 找 agT + boy + Co=0, {9) 
使 得 (Tayya? 太 try4) 适 言 (9)， 
设 1a 及 lo 交 于 C2， 没 联 立方 程式 《8) 之 公 根 为 
了 
终结 ，Caiyca 和 Ca 在 一 直 : 有 一 个 二 全 一 冯 季 各 下 


人 和 人 人工 0), 
线 la 上 ， 后 得 (xs， ya {roya}Rtrs, 0 
都 适合 (3)， 


恕 果 你 懂得 解 代数 学 里 的 联 立 一 次 方程 式 而 不 知道 巴 布 士 
定理 的 入 何 证 法 ， 称 只 要 抱石 边 的 代数 学 的 定理 证 完 ， 青 翻 成 
几何 学 的 结论 便 威 了 。 这 种 方法 有 一 个 好 处 ， 代 数学 的 联 立 一 ， 
次 方程 式 有 公式 可 以 一 步 步 地 计算 ， 不 必 费 跪 力 。 但 是 左边 的 
几何 学 的 定理 如 用 几何 学 的 方法 去 证 明 必 须 作 一 些 补助 线 ， 这 
些 补 惑 线 的 作法 的 规律 性 则 比较 准 于 掌握 。 

将 几何 定理 译 成 代数 定理 ,使 可 用 计算 机 来 作 验 证 ,这 便 是 
几 仿 定理 的 现代 宙 器 证 明 的 核心 。 


4 圈 的 方程 式 


在 (xz) 上任 取 二 点 P 及 Q， 假 设 其 举 标 为 (x 1，y 1) 及 (zy)。 
过 P 及 各 作 丫 ‘OY 及 XOX 的 平行 线 ， 诬 交 成 民 点 (图 18)， 
别 和 APGR 是 直 和 三 角形 ， 二 PRC 是 直 前 。 利 用 前 面 所 说 的 毕 达 


ns 


如 拉 斯 定理 《第 一 章 第 [I 节 1 就 )， 得 到 PG = ER +RO 。 但 
PR = (一 yo RQ = (7 一 5,)”。 用 i 表示 PQ 的 距离 , 则 
di = (7 — Ta +- yl 
此 [1] 式 便 是 两 成 XY，5)、(75,，9s》 的 距离 的 公式 。 
假设 在 平面 (x 上任 取 一 后 了 作 略 心 ,，r 作 半 径 面 一 个 圆 C 
《图 19)。 设 油 心 P 移 坐标 为 (4，b)。 圆 周 上 性 取 一 点 QQ, 其 能 
标 汐 《x， 起 。 由 加 的 定义 ，PQ 的 距离 等 于 。 利 用 距离 公式 
L11]， 即 得 


Qiw,y3 


图 19 

Cx- + bh)? =rT2], 

有 反之， 适合 [1] 式 殉 尾 柯 一 组 (x， 坊 所 译 的 点 如 与 P 点 的 
距离 都 是 r， 所 以 如 在 以 了 为 圆心 ，7 为 半径 的 圆 C 上 ， 由 此 我 们 
恒 可 以 把 图 的 方程 式 [2] 列 入 上 面 的 几何 代数 对 照 辞 典 中 。 


5 和 毛 等 几何 学 作 转 问 是 


报 据 第 二 章 第 工 节 4 绢 中 所 说 和 的 欧 氏 作 图 法 译 成 代数 学 的 
诸 言 如 下 未 。 

表 中 第 2 琶 具 不 过 说 不 限制 x 及 y 的 活动 范围 ， 没 有 特别 的 
地 方 。 第 ] 项 里 的 sa,，5，o21 的 比例 为 (1 一 V(r 一 2 


+ 26 。 


几 何 学 代 数 学 


1: 已 知 二 点 忆 及 Ps lw) RT Ha) 
可 作 一 直 妆 和 可 得 一 方程 式 ， 
aT+hyte=0. C1» 


使 81 ;+ Di til = {1'» 
他 ;区 + bipys + 人 et) 二 名 。 C1 


3. 无 限 地 延长 一 直线 六 。 2, 相 限制 * 及 & 的 活动 范围 。 
纪 避 千 加 心 王 及 加 周 上 一 点 刷 3 A Va RT 
作 一 加 ， 得 到 二 元 二 融 方 程式 


(rmx)+ (ty — Ya)’ 
= rn) ta C2) 
或 z2+b2z+reiT+iB+O1 = 0 


(Czy 下 (X97 太 (X82) 经 
过 加 , 减 . 鸳 、 除 得 来 。 同 祥 ， 第 3 项 的 (2 ) 中 的 ei ,了 ,81 也 可 
以 由 《rs，za) 及 《re，g)》 经 过 加 、 减 、 涤 、 除 得 洲 ， 国 为 
el = —2t, f= 一 2 其 9 = T+ Hi ts -XT) — (Va ~ yy) 
的 缘故 。 
利用 画 规 和 下 尺 可 以 求 得 三 种 新 点 ， 第 一 种 是 二 直线 的 交 
氮 ! 第 二 种 是 一 直 钱 与 一 加 的 交点 ; 第 三 种 是 两 大 的 交点 ! 谋 
成 代数 学 的 语言 便 是 可 以 解 三 种 联 立 方程 式 ， 
第 一 种 是 两 个 一 次 方程 式 
{0 
dsT+ byt es = 0, 
第 二 种 是 一 全 一 次 方程 趟 和 一 个 二 次 方程 式 
人 他 by+ ce, =0, 
TIN*+eort fy+ Hs = 0, 
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第 三 种 是 两 个 二 次 方程 式 
{ Ty +esrify+ 4 =0, 
TT tet+ fy+ 4 = 0 

学 这 代 数学 的 入 便 知道 第 一 组 方程 式 的 公 根 可 以 由 9;，B;, 6s， 
a0s，bs，5s 用 加 减 乘 除 的 方法 算出 。 第 二 组 方程 式 的 公报 可 以 
由 c.，5.，c，e，f ，9* 用 加 减 乘 除 及 开平 方 算出 .第 三 组 
方程 式 的 公 根 可 辟 由 es，f3，9s，e4，f4，94， 用 加 减 乘除 及 
开平 方 算出 。 总 之 这 三 种 联 立 方程 式 的 公 根 都 可 以 由 其 系数 
(6，2，c，e， 了 ，g9 等 ) 用 加 减 乘除 及 开平 方 算出 ,但 是 这 些 系 
数 9，6，c，e,， jj， 9 等 , 灵 可 以 由 已 知 点 PR， 忆 :，P， 吕 等 的 党 
标 CF CR Ya) CTas Va), CT, Va) 鹤 用 加 减 乘 除 
算出 。 扩 以 这 些 新 点 的 坐标 《 即 联 立方 程式 的 公报 ), 可 以 由 已 
知 太 的 坐标 用 加 减 续 除 及 开平 方 算出 。 得 到 下 面 重要 的 结论 ， 

由 已 印 点 经 过 欧 氏 大 图 法 所 能 得 到 的 新 点 的 堂 标 ， 者 可 以 
由 已 知 点 的 坐标 用 有 限 多 次 的 加 减 乘除 及 开平 方 算出 来 ,反之 ， 
如果 一 点 的 坐标 不 能 出 已 知 点 的 坐标 用 有 限 多 次 的 址 减 乘 除 及 
开平 方 算出 ， 恒 不 能 由 已 知 点 用 欧 氏 作 图 法 作 册 。 

一 所 的 党 标 不 过 是 二 个 长 度 , 故 上 面 的 结论 又 可 改写 如 下 ， 

由 己 知 的 长 诬 经 过 网 氏 作 图 法 所 能 得 到 的 新 长 论 都 可 以 出 
已 知 的 长 度 用 有 限 多 次 的 加 减 乘除 及 开平 方 算出 。 反 之 ， 恕 果 
一 个 长 度 不 能 由 已 知 的 长 度 用 有 限 多 次 的 加 减 乘除 及 开平 方 算 
出 ， 使 不 能 由 已 知 的 长 度 用 欧 寺 笑 图 法 作出 。 

土 面 的 讨论 太空 注 了 ， 现 在 举 几 个 例子 来 说 明 ， 

例 一 ”二 翌 立 方 体 的 问题 ， 已 知 一 立方 体 求 作 另 一 立 
方 体 ， 使 其 体积 为 已 知 立 方 体 的 二 和 悄 (图 20)。 为 了 简便 计 , 我 
们 不 妨 假 设 已 知 立 方 体 的 一 边 之 长 为 1, 则 已 知 立 方 体 的 体积 为 
1 =1， 求 作 的 立方 体 的 体积 便 是 2x1=2， 所 以 求 作 的 立方 体 
2 


的 每 过 之 长 便 是 ar 2 。 即 是 说 由 1 用 有 限 多 次 的 加 减 乘除 及 开平 
方 必 须 算 得 & 2 。 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 倍 立 方 的 问题 不 能 用 欧 
氏 作 图 法 解决 。 
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Sz 
图 20 

读者 也 许 会 问 ， 由 1 用 加 减 乘除 及 开平 方 可 以 得 回 些 什么 
东西 呢 ? 用 加 法 可 以 由 1 得 到 2=1+14，3=1+2，… 即 是 可 以 
得 到 任 知 的 正 整数 。 痛 由 正 整 数 计 减法 便 可 以 得 到 0=T- 1 
‘一 1)=0~1,， (《-2 人 =( 1--1， 即 是 可 以 得 到 零 及 负数 。 再 
用 溢 法 和 除法 便 可 以 得 到 任何 的 分 数 : 所 以 由 1 可 以 得 到 所 有 的 
有 悍 数 。 如 果 加 减 滋 除 及 开平 方 混 合 的 用 起 来 便 可 以 得 到 下 面 
各 式 各 样 的 数 日 


7+ Vs x 
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但 是 这 些 花 样 中 都 不 会 有 
出 现 。 所 以 得 不 到 & 2 。 
便 二 ”三 分 角 的 问题 ， 为 
了 证 明 简 单 起 见 ， 我 们 只 证 明 
三 等 分 一 个 30” 的 角 是 不 可 能 
的 。 如 果 30” 都 不 能 三 等 分 ， 
使 不 票 再 费 神 去 找 一 个 任意 角 


二 宙 四 


的 三 等 分 法 了 
假 诬 人 X04A=30° ,0A=1( 图 21).A 点 的 坐标 便 是 Ccos30°， 


sin30*)， 或 (*3， 当 )。 以 0 为 回 心 ，04 为 半径 作 一 贺 C。 候 


设 0B 是 人 AOX 的 三 等 分 角 线 ，B 点 是 0B 与 的 交点 ， 人 XOB 等 
于 10°。8B8 点 锥 坐标 设 为 (7， 失 ， 则 z=c0s10"，# = 名 in10”, 现 
在 问题 简单 到 由 半 及 己 用 加 误 采 除 及 开平 方 能 不 能 算 得 出 
及 y。 
三 角 学 里 有 一 个 简单 公式 ， 
sin3 0=3sin0— dsin’g, (1) 
在 (1) 式 中 设 9 = 10"， 又 因为 != sin 10"， 即 得 
] 
折 


这 个 方程 式 的 三 个 根 中 有 两 个 是 复数 。 崔 一 的 实数 根 可 以 
写成 ， 


= 32 一 432。 C2) 


-lt 3 3 一 1 一 ww 一 3 
A 和) 
C3》 式 中 又 出 现 了 /的 符号 。 由 二 及 3 用 加 减 染 除 及 


开平 方 的 方法 便 得 不 到 (3) 式 中 的 y, 所 雇 B 点 不 能 由 筷 点 用 欧 氏 
作 图 污 作 出 ， 也 骂 是 用 铭 氏 作 图 法 不 能 三 锋 分 30* 角 。 

上 面 丙 个 例子 都 是 因为 要 开 立 方 ， 所 以 不 能 用 欧 氏 作 图 法 
作出 。 如 果 用 一 个 可 以 开 立 方 的 作 图 工具 便 可 以 解决 了 。 

例 三 ” 方 加 问题， 已 知 一 个 图 ， 求 作 一 等 面积 的 正方 形 。 
设 圆 的 半径 为 1, 贺 面积 即 为 x, 求 作 的 正方 形 竟 一 边 应 为 vx。 
问题 简单 到 由 1 用 有 有限 多 次 的 加 减 续 除 及 开平 方 能 否 算出 wx 。 


， D+ 


首先 得 算出 Fr。 可 是 了 是 超越 数 而 不 是 代数 数 ， 所 以 即使 用 能 江 
立方 .四 方 ,五 方 等 等 的 开 方 工具 也 是 无 法 作出 的 。 

解析 几何 学 的 方法 证 明了 这 三 个 作 男 题 都 不 能 用 欧 咒 作 图 
法 作出 。 我 们 再 举 一 个 例子 来 说 明 解 本 几何 学 帮助 了 我 们 找 出 
用 葡 氏 作 图 法 可 以 解决 的 问题 。 

例 趾 ”分 轿 癌 题 ， 高 斯 在 研究 分 一 已 知 辕 为 n 等 分 时 ,发 现 
用 欧 氏 作 图 法 可 以 把 阅 分 咸 17 等 分 。 在 他 网 兢 碑 上 使 刻 上 一 个 
图 内 接 正 17 边 形 的 图 样 。 慨 如 不 用 解析 几何 学 的 方法 ， 简 直 是 
很 难 状 手 的 。 


5 二 次 曲线 


上 面 已 经 说 过 ,二 元 一 次 方程 式 是 和 一 平面 上 的 直线 对 应 。 
现在 我 们 来 看 二 元 二 次 的 方程 式 和 一 平面 上 的 什么 曲线 计 应 。 
一 般 的 二 元 二 次 方程 式 的 形式 是 ， 
ar: + bxyt+ cy +drtey+t+f=0, C1y 
4 D，5，d，e，j 都 是 实数 ，0，2，" 不 全 是 零 。 


。 [1,0 双 鹊 钱 
《特别 情形 出 = 0)， 〈 殷 化 成 二 条 电 合 或 未 重 全 的 直 


. [1], A=0. 

a。 C1], 上 < 
(特别 千 形 &=c,b=0) 
《特别 衬 形 a = ec,5 = 0， 《点 联 ， 妈 半径 为 零 的 回 ， 刀 一 
地 =0)。 点 )， 


ss 委 于 昌 


设 和 = 疡 7 -dac, 


- pae— Tod 1 pi Loe? 
WD =acf+3 了 和 人 9 


“类 中 又 包括 串 凡 加， 后 面 《〈 第 亚 节 1 款 》 再 谈 到 。 

由 上 上面 代数 几何 对 照 辞典 中 可 以 看 出 ， 代 数学 里 的 二 元 二 
次 方程 式 和 几何 学 里 的 圆锥 曲线 相对 应 。 所 以 圆锥 曲线 又 称 为 
二 次 则 线 。 只 需要 研究 二 元 一 次 方程 式 的 性 质 ， 恒 可 也 千 道 网 
锥 曲线 的 人 性质 了 。 


I 坐标 岂 何 学 


在 本 章 第 I 节 中 所 用 的 坐标 系统 叫 直 角 点 标 系 统 ,因为 所 取 
的 区 /OX 及 Y'OF 是 互相 垂直 徇 。 我 们 并 没有 理由 国 执 着 和 7OX 
一 定 稚 直 于 Y'OY。 假设 其 交角 为 0 图 22)， 在 平面 (xX) 上任 取 
一 点 P， 过 P 作 Y7DY 太 X7OX 的 平行 钱 ， 各 交友 /DOX 及 Y7OY 于 
和 点 及 6 上 乓 。 革 ?0OX 上 的 4 后 详 成 实数 zj YOY 上 的 也 点 译 成 实 
对 如 把 已 扣 和 (性 ， 包 本 成 对 ， 这 样 我 们 也 可 以 造 出 另 一 部 六 何 
代数 对 照 酬 典 。 这 两 部 不 同 的 辞典 对 于 不 同 的 问题 各 有 难 易 的 
地 方 ， 但 是 有 效 的 范围 都 是 一 样 的 。 

自然 我 们 也 不 一 定 固执 地 用 匡 7DX 及 YO7Y 。 璧 如 在 Cry 上 
任 取 一 点 D， 由 O 作 线段 04， 对 于 (xz) 上 任 一 点 P， 连 接 OP (图 
23)。 设 OF 之 长 为 r/，ADP=8， 由 了 点 可 以 得 到 Cf， 人 加。 反 
过 来 ， 已 时 (人 r， 有 以 忆 为 圆心 ，r* 为 半径 作 一 国 C。 作 直线 09， 
使 人 A08 = 68， 图 C 和 和 098 的 交点 即 为 P。 所 拟 我 们 又 可 把 P 点 和 和 
(r，02 配 成 对 ， 另 外 写成 一 部 几何 代数 对 照 辞典 。 这 种 定点 的 
方法 则 做 极点 标 系 统 。 坐 标 孔 何 学 便 是 研究 这 些 各 式 各 样 的 于 


“二 要 


何 代数 对 照 套 典 之 问 的 关系 和 解 来 特 别 问题 的 难 易 的 。 


假设 (x，9) 是 P 点 的 直角 坐标 ， 设 z= 地，8 = 地。 已 知 
Cz，H) 即 可 得 到 x , :x0:x%( 等 于 T1911) 。 届 之 ,已 向 2， :Ts : 出 
便 可 以 得 济 《2%，V)CX 等 于 X129，4 等 于 T2172》。 所 以 P 凡 可 以 
入 2 了 对 。 如 果 11T2:2 = ， 我们 说 L) ,XY;， 
zs) 与 Cz:，72，Ys) 相 同 ， 和 否则 就 是 不 相同 。 这 料 ， 我 们 又 可 以 
把 P 点 和 (x1，zx;，Xs) 配 成 对 。 不 同 的 两 点 P 与 对 应 于 不 冯 的 
1 To, Ta) (rl wi, x )。 相同 的 点 对 应 于 相同 的 (zx,， 

zt Ta)， 这 种 坐标 则 均 名 学 标 。 设 一 直线 的 方程 式 为 ， 


ar+by+e=0, C1) 
以 z= 二 +， y= 二 -代入 (1) 式 ， 再 以 * 乘 全 式 ， 即 得 

习 

gy 4 Be, .F es = (2) 


(2) 式 比 (1) 式 看 起 来 似乎 规则 得 多 。 现在 我 们 看 看 可 以 变 些 什 
和 花样。 假设 有 二 条 直线 i 及 1,， 其 方程 式 各 为 ， 

I: T+y+1=0, (3) 

li: +H-1=0. Cd) 
这 两 条 直线 实际 上 是 互相 平行 的 + 图 24) 。 现 在 改 用 均 写 坐标 
(TI, Tas Ta), (3) 和 和 (4) 式 便 可 写成 ， 

注解 : 由 xl1，x2x3 都 等 于 零 时 ,#lsxsrx3 恒 没有 者 多 了 了 ， 所 有 在 本 节 中 和 剧 

乓 的 讨论 由 ， 这 种 为 零 的 情形 者 莫 陈 处 。 


由 3 二 


vtrst+ra = 《37) 
和 Za 一 了 = 人 (C47) 
《3 和 (C4 站 的 公报 x :X21Ts 二 11( 一 1):0。 由 代数 学 的 结果 翻译 
成 几何 学 的 结果 ， 即 是 1 和 is 应 当 交 于 一 点 P， 其 均匀 坐标 为 
{1， 一 1，0)。 但 是 我 们 已 经 说 过 i 
和 1!, 是 平行 的 ， 所 以 不 会 有 交点 ， 
这 样 便 发 生 了 了 矛盾 。 为 了 免除 这 囊 
户 ， 我 们 不 妨 殷 设 1, 和 【是 相交 于 
无 限 远 点 P, 它 的 均匀 上 举 标 使 是 (1， 
~1， 人 。 许 可 了 无 限 远 抬 的 在 在 ， i 
我 们 使 可 以 得 到 下 面 的 结果 ， 图 24 
《4) 平面 (xX) 上 任 一 直线 I 上 有 一 无限 远 操 P, 世 只 有 一 无 限 
远 点 P。 假 如 ! 的 方程 式 是 ， 
ar, + br, + Crs = 人 0, 
P 扣 的 拘 久 坐标 使 是 (2，-4，0)。 
(B) 在 x 上 与 一 直线 ! 平 行 的 所 有 的 直线 都 交 于 1 上 无 限 远 
虑 P。 即 是 一 束 平行 线 可 看 作 经 过 同一 无 限 远 点 的 一 束 直 线 。 
《cy 如 果 纪 和 !, 相 次 于 一 有 限 点 ， 扼 i 和 1; 不 是 平行 的 ， 则 
1 上 的 无 限 远 点 与 1, 上 的 无 很 运 点 涉 是 同一 后。 
由 (0) 我 们 知道 在 一 平面 (XT) 上 有 无 穷 多 个 无 限 远 点 。 
CD) 一 平面 (x) 上 的 无 限 远 点 组 成 一 条 直线 ,其 方程 式 是 
zs=0， 这 条 和 直线 吗 做 平面 (rz 上 的 无 限 远 直线 。 
竺 论 ， 许 可 无 限 远 点 及 无 限 远 直 线 的 存在 ,一 平面 Cr) 上 的 
任何 不 同 的 二 直 组 都 有 一 个 交点 ， 也 上 只 能 有 一 个 变 点 。 


2 直线 符 标 


直线 坐标 是 村 贸 刻 尔 发 明 的 。 在 本 章 第 工 节 1 款 中 的 〈2) 式 
二 站 和 


里 ， 一 条 直线 ! 的 方程 式 荐 ， 
ari+ brs + ers = 0, C1) 
如 果 我 们 把 Co，5，c) 和 1 配对 起 来 ，(9a，8,，ey 和 (a@1，81,561) 
是 否 相 同 ， 依 0:5:c 和 0;:b11c ,是 班 相等 所 定 ， 则 C49，b，c) 可 
以 用 作 ! 指 线 琶 标 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 用 zi，#soas7 表 示 直 
名 1 的 线 举 标 中 。 假 设 P 点 的 均 多 坐标 是 (z:，zs，zs) ,经 过 P 点 
的 任 一 直线 1/ 的 线 沧 标 (w1，ti ,45) 者 一定 适合 下 面 的 方程 式 ， 
计 i 十 放 s 光 十 于 3 工 a 一 人 站。 Ca) 
方程 趟 (2) 称 为 P 点 在 线 举 标 系 统 下 的 方程 式 ， 读 者 也 许 会 不 了 
和 解 什么 下 点 的 方程 式 。 我 们 可 以 由 下 面 的 二 名 话 的 比较 得 出 它 
的 意义 来 。 
4. 在 点 坐标 (z1，zs，zrs) 系 统 下 ,一 直线 ! 揭 方程 式 是 在 
1 上 的 点 多 点 伐 标 4z1，zra，z7s) 所 适合 的 代数 关系 。 
B。 在 钱 虚 标 Cw |,，tw，，ts) 系 统 下 ， 一 点 P 的 方程 式 是 过 P 
的 直线 的 线 绕 标 (tw,，W,，ts) 所 适合 的 代数 关系 。 
用 图 表 来 说 明 ， 我 们 可 以 剂 成 下 面 的 表 ; 


代 数 学 
几 何 
点 上 坐标 系统 线 绎 标 了 系统 
一 点 殖 (TL 2 Fa") 凡人 
+ ars’ = 0 
一 直线 产 ， HT 十 基 2 其 3 (WI st 各 和 
+ Hs’ Ta = 0, 
五 "在 性 上 , 即 产 经 Ui TL + Ha’ Ts! Hl 十 拉 27 2 
过 号 二 下 + Wea’ = 人 0 


注 骨 ， 心 ”期 有 基 把 4 写 你 ky， 写作 uz 5 写 信 W#， 使 得 tpi nas Hs) 看 所 染 
比 tq 8， 六 和 齐 一 些 。 


和 孚 语 电 


由 此 我 们 可 以 看 出 点 坐标 系统 和 线 坐 标 系统 的 对 称 锤 ， 这 性 质 
在 后 面 (第 流 章 第 II 节 ) 会 整理 成 一 个 重要 的 原理 。 

举 一 个 例 来 说 明 上 面 的 讨论 。 设 0 点 的 直角 举 标 是 C0，0)， 
口 点 的 均匀 点 坐标 便 是 C0,，0，1)。 过 口 点 的 直线 1!' 在 直角 从 标 系 
统 下 的 方程 式 是 zz+Msy=0 改 为 均匀 点 坐标 系统 下 的 方程 式 
是 wx 车 4 = 0。 所 以 1 的 线 坐 标 便 是 (x1，w;:，0)。 不 管 册 ， 
及 的 数 什 如何，Cwi，4Wi， 们 一 定 适合 下 面 的 方程 式 ， 

QT OM 十 下: 下 二 

训 Hs 一 个。 
所 以 O 点 在 直 组 坐标 系统 下 的 方程 式 是 ta = 0。 


3 一 阶 曲 线 


以 QO 为 圆心 ，1 为 半径 作 一 个 
图 图 253>。 在 直角 举 标 系统 下 
这 加 的 方程 式 是 ， 
T+ =1, 1) 
71 2 
以 z= 二 ， 2= 于 代入 (1) 式 
并 以 *: 乘 全 式 即 得 
Tl+tTi = 人 Ti 图 25 
过 图 C 上 一 点 P 作 图 C 的 切 级 1! 的 方程 式 为 ， 
reos0t+ysind=1, (C2) 
此 地 的 8 等 于 人 XOP，。 
将 (2) 化 为 均匀 坐标 系统 下 的 方程 式 便 是 ， 


Xi CO8 0 + 12, Sin d= 7x,, 


或 Ww COSA+ rx, Sing—w, =0 C3» 
由 上 3) 得 师 ! 的 组 坐标 为 Ccos 6，sin 86，-~ 1)， 不 管 6 为 全 前 度 ， 
时 村 看 二 


《cos 8，sin 8， ~ 1) 都 适合 下 面 的 方程 式 ， 
Wi tu 一 让 0 ， 《4 
所 以 图 C 的 切线 的 线 坐 标 适 人 台 一 个 二 次 方程 式 ! 反之 ， 适 合 二 
次 方程式 4 和 的 人 us，Va) 所 代表 的 直线 都 切 于 几 C。 
一 圆锥 晓 线 可 以 看 作 该 圆锥 曲线 上 的 点 全 和 体 集合 而 成 的 图 
形 ， 也 可 以 腹 作 该 败 锥 曲线 的 切线 的 全 体 所 围 成 的 图 形 ， 前 者 
是 在 点 全 标 系统 之 下 的 君 法 ,后 者 是 在 线 坐 标 系 统 之 下 的 君 法 。 
尾 取 一 个 二 元 二 次 方程 式 ， 
Glit + or + dads + Gt? + Oa slotts 
tassus= 0, C5) 
Cai O12 Gls as， Cos9 35 都 是 实数 ， 且 不 全 都 是 零 )。 
则 有 一 个 国 锥 曲线 0 个 得 适合 (5) 式 的 Cu 41， as) 所 代表 的 直 
线 都 切 于 ， 而 且 切 于 C 的 任 一 直线 的 线 誉 慰 都 适合 (52 式 。 所 
以 线 坐 标 下 的 二 次 方程 式 也 和 圆锥 曲线 相对 应 。 为 了 和 本 童 第 
1 节 6 款 中 的 点 坐标 下 二 次 曲线 有 分 别 起 见 ， 我 们 称 之 为 二 阶 曲 
线 。 为 了 清楚 起 见 ， 在 几何 代数 对 照 辞 哄 中 加 入 王 面 的 一 栏 。 


代 


HI11X1 +O 2 区 1 工 和 


| 贺 锥 曲线 〈 又 名 
一 次 曲线 及 二 阶 


byui? +h) tu 
十 避 1 区 1 十 袜 41 淖 2 人民 ] 


十 bigHius + : 1H2U1 


间 线 )。 


+ O22Ta7 + UaaraTn 

十 站 1 这 刁 灾 1 十 #2 人 区 

十 ssT8 = 0, 

aif 均 为 灾 数 ， 但 不 全 
是 零 。 


+ basada? + bastatis 

+ aitiati + Baatistin 

+ basus? = 0, 

有 均 为 实数 ， 但 不 全 
是 零 。 


注 明 ， 负 《ea632+Yainp)s 一 173= 站 即 三 角 学 的 恒等式 8 3 + 60830 = 1。 


+ $7 * 


IT 虚 元 妹 


1 虚 点 与 虚 厂 


在 平面 (x#) 上 取 一 条 直线 i 和 一 个 图 Ct， 有 三 种 不 同 的 关系 ， 
1 与 C 交 于 不 同 的 两 点 ，! 与 C 切 于 一 点 ,或 者 1 与 C 不 相交 (图 26)。 
译 成 代数 学 的 说 法 ， 是 一 个 二 元 一 次 方程 式 ， 
ar+by+ec=0, (C1) 
Ca， 由，C 为 实数 ， 而 不 全 是 零 ) 
z+ty rdr+eytf=0, 2) 
(0，s，j 为 实数 ， 而 不 全 是 等》 


图 26 图 27 


二 趟 联 并 起 来 求 公 根 (x， 坊 。 现 在 先 把 (1 和 (2) 趟 改 为 均 名 礁 
标 系统 下 的 方程 式 ， 得 到 


GZ1 + Br, + er = 0, 《177 
Ti +r tor rs 十 ex 二 0 (C2) 
(1 站 及 (2 人 9 一定 有 两 组 公 根 (xi/，zi，x6) 及 (x7Y，zx7，x3)。 但 
是 z:，xz，za BI， X43s Ts 中 可 能 有 算数 。 由 此 我 们 看 出 代数 
3 。 


学 里 一 定 有 两 组 公 根 ， 而 几何 学 里 却 不 一 定 有 二 个 交点 。 为 了 

解决 这 艺 盾 ， 我 们 不 妨 许 可 媚 点 的 存在 。 举 一 个 实例 来 涪 ， 修 

设 以 0 为 圆心 ， 以 1 为 半径 作 一 肖 C( 图 272》， 其 方程 式 为 
Tt =1, 


取 三 条 直线 11，1 ,及 1,， 其 方程 式 各 为 


z= =Lt， 了 及 了 = 2 


化 为 均匀 人 笛 标 即 为 


加 了 一 2 
Ci Ti++Ti=xTi, 


Tt T= ro 

则 C 与 1, 的 二 交点 的 坐 称 各 为 (了 ,3,1) 及 (六 ,1)， 
即 二 不 同 的 实 点 。 

C 与 1 的 二 交 点 的 华 标 均 海 C1，0，1) 即 为 二 相同 的 实 点 。 

C0 与 1 的 二 交点 的 些 标 各 为 (2， 1，1) 及 (2， 一 i，1)， 杂 为 
二 个 共 轿 的 虚 点 (i= 一 1)。 

结论 ， 许 可 有 虚 点 的 存在 ,一 直线 与 一 圆 一 定 有 二 个 交友。 

同 祥 地 ， 在 平 夯 (x) 上 任 取 一 点 P 及 一 泗 Ct 图 28)， 过 P 作 C 
的 切线 ， 有 三 种 不 同 的 情形 ， 如 
P 在 圆 外 ， 机 以 作 二 条 不 同 切 
线 ; 姑 P 在 加 上 , 生 可 以 作 一 条 4 
如 果 P 在 加 内 ， 则 根本 不 能 作 。 
但 是 许可 盛 线 的 存在 ， 我 们 可 以 
说 ， 由 一 点 Pf 一 定 可 也 作 一 个 贺 
< 的 二 条 切线 。 图 28 


Pp 


| 革 革 “ 昌 


在 一 条 实 的 直线 ! 上 只 有 二 个 虚 点 ?及 P。 设 ! 的 线 坐 标 为 
《全 :Na 下 3 姑且 ,及 了 的 点 促 标 各 尖 (85 十 更 3， 了 一 证 4， 一 路; 
一 HH2) 及 Ca 一 说 :383 十 说 ， 一 太一 Ho 轧 此 两 开 点 的 坐标 所 
为 共 范 复数 。 

过 一 实 点 P， 可 以 作 二 条 赔 直 线 及 ji,。 设 P 之 虞 坐标 为 
《x1，Ti， 23)， 册 有 及 1 的 钱 举 标 各 洲 《rs + i ，Xs 一 证 1 
一 1 一 X11)。 此 两 虚 宜 线 的 坐 
标 互 为 共 轿 复数 ，。 


2 虚 咒 


取 一 个 方程 式 z;，+ ys= 一 1 《1》 
来 研究 。 这 方程 式 所 代表 的 曲线 上 的 点 都 是 建 点， 也 可 以 说 这 
是 以 QO 为 圆心 ，w 一 1 为 半径 的 贺 ; 因 为 半径 是 嫌 的 , 称 为 虚 回 ， 
用 以 区 别 半 径 是 实数 的 实 贺 。 一 般 开 加 的 方程 式 是 
Ca 十 《HB 一 如 )2 = —r’, 《27 
?为 太 于 零 的 实数 ; 9a，5 为 任何 实数 。 
如 果 一 个 辆 的 举 径 等 于 零 ， 便 只 有 一 点 ， 电 做 点 圆 。 一 般 
点 画 的 方程 式 是 
(It:=0, 《3) 
0， 六 任何 实数 。 方 程式 (43) 所 和 示 的 曲线 只 有 一 实感 , 它 的 举 
宗 为 Ca，p)。 
洋 鞍 、 卉 图 和 点 回合 称 为 辐 。 一 般 图 的 方程 式 是 ， 
{ra):+(y -0 =k, 《47 


注解 ， 中 革 为 实 鲁 ， 所 这 布 访 谍 Hl1，#a， ts 均 为 实 散 。 且 《63 + Yi Car 
一 了 4 一 WI 一 Ha 不 能 等 于 三 实数 之 比 ， 扬 者 ha 十 Fy 一 
作弄 一 大 点 5 了 天 机 洒 和 3 二 下 时 本 盾 人 和 一 二 3 一 
ju 的 半点 在 I 上。 同 理 ，tws = 十 
-Jt 代表 1 上 之 一 虐 点 。 


* 4 = 


g， 刁 ， 下 为 任何 实数 。 
现在 ， 我 们 要 求 圆 和 无 限 远 直线 靖 变 点 。 把 (全 式 作 为 均 色 
坐标 的 方程 式 
CTT) + re = Brg) = kri, Cd 
无 限 远 言 线 的 方程 式 是 
rs = 和， (5 
把 (4 仆 和 和 (5) 两 方程 式 联 立 起 来 求解 ， 便 得 到 二 组 公 琅 ， 
TrotTs = ii:OF rir!tTs = :CC—i):0 
依 几 向 学 中 的 局 例 ,用 1 和 J 各 代表 坐标 为 (1，i， 们 和 (1, 一 i,0) 
的 两 点 。I 和 和 i 称 为 虚 因 点。 
结论 ， 一 平面 上 所 有 的 图 都 经 过 此 平面 上 的 虚 贺 点 I 和 J。 
虚 贺 不 过 是 虚 的 一 次 基线 的 特 唱 情形 ， 但 是 太 多 的 计算 会 
使 读者 乏 归 。 我 侍 还 是 加 到 有 美丽 的 图 形 的 几何 学 里 去 取 ! 附 
带 声 明 一 句 ， 本 牵 中 所 谈 到 的 都 是 欧 派 平面 解析 几何 学 。 此 外 
还 有 欧 派 的 立体 解析 几何 学 以 及 非 葡 派 的 解析 几何 学 ， 这 里 痰 
不 到 了 。 


s #1 昌 


第 五 章 射影 几何 学 


I 射影 几何 学 小 史 


射影 几何 学 的 许多 重要 观念 如 交 比 、 调 和 点 等 早 在 阿波 罗 
纽 斯 和 巴 布 士 的 著作 中 已 经 见 到 了 ， 但 是 后 来 居 上 的 解析 几何 
学 支配 了 几何 学 研究 的 方法 ， 直 到 19 握 纪 初 才 由 蒙 日 重新 响起 
人 人 的 注意 。 其 后 的 有 名 学 老 极 多 ,其 中 以 更 塞 勒 及 汉 '* 斯 隐 特 
积 负 盛名 。 炭 塞 鞠 是 拿 破 会 1812 年 进攻 屋 国 的 军队 中 的 一 个 军 
官 ， 法 军 被 击溃 后 ， 席 塞 勤 被 俘 。 他 在 纱 拉 托 去 的 宰 狱 中 写成 
了 "图 攻 的 射影 性 质 论 "， 黄 定 了 射影 几何 学 的 基础 。 汉 "斯 陶 特 
是 数学 史 中 崇 疝 纯 粹 几何 方法 的 几何 学 者 , 亿 斯 着 的 “位置 几何 
学 ”一 书 可 以 说 是 非常 优美 的 一 本 纯 粹 凡 向 书 ,其 中 完全 不 情 代 
数学 的 帮助 ,也 不 用 计算 更 离 的 长 短 和 角度 的 大 小 .他 代表 了 不 
甘 受 解析 几何 学 的 方法 支配 的 纯粹 几何 学 者 。 这 一 派 片 何 学 又 
称 为 综合 几何 学 ， 使 与 前 面 所 说 的 解析 凡 何 学 有 记分 别 。 


lI 对偶 原理 


在 第 四 章 第 I 节 2 训 中 曾经 提 到 点 与 直线 的 对 称 性 ,现在 把 
它 归 纳 成 平面 上 的 对 偶 原 理 。 为 方便 计 ， 我 们 用 大 二 的 英文 字 
母 和 及，B，C… 记 一 平 (x》 上 的 点 ， 用 小 号 的 英文 字母 9，5， 
2，… 扎 ”平面 4r? 上 的 直线 用 4B 记 过 4, 8 的 直线 ,了 D 用 a8 记 
6 的 交点 .( 注 ， 如 与 5 平行 ,abp 即 为 与 p 上 的 无 限 远 点 。) 如 果 
一 个 定理 中 只 谈 到 "点 在 直线 上 ”成 直线 经 过 点 "， 那 么 把 定理 
所 有 的 小 号 字母 改 为 大 写字 母 ,所 有 的 大 写字 母 改 为 小 写字 母 ， 
所 有 的 "直线 "字样 疏 为 “点 " 字 , 所 有 的 “点 " 字 玻 为 “直线 "字样 ， 
“在 一 直线 上 " 改 为 * 过 一 点 ", "过 一 点 " 改 为 “在 一 直 钱 上 ? ,这 样 

注 般 。 中 必 4 如 不 只 红 事 由 上 点 到 尾 点 的 线段 ， 而 且 世 括 其 两 端的 延长 把 。 

a 


更 改 之 后 , 便 得 到 一 个 新 的 定理 ,与 原来 的 定理 互 称 为 对 偶 定理 ， 

对 侦 原 理 说 “两 个 其 为 对 偶 的 定理 ,如 果 你 证 明了 其 中 的 一 
个 , 另 一 个 不 用 证 明 便 可 以 承认 了 。 如 果 你 只 知道 其 中 的 一 个 ， 
只 要 大 写字 母 和 小 写字 母 对 调 ，“ 点 "和 直线" 对调 ， 点 在 直线 
上 和 “直线 经 过 点 "对调 ， 便 得 出 另外 前 一 个 ”。 

下 面 是 两 个 例子 ， 

例 一 ”在 前 面 中 已 经 提 到 一 个 巴 布 士 定 理 。 现 在 我 们 把 巴 
布 十 定理 和 叱 的 对 偶 定 理 对 腿 地 号 出 来 。 


巴 币 二 定理 (网 站) 它 的 对 网 定理 (图 30) 
假设 4 ,4 4a 有 是 在 同一 直 绢 恨 设 0 ,03，ds 是 过 同一 点 十， 
让 上 的 三 点 ， 的 三 直线 ， 
Bi1, B;, Bs 是 在 同一 直线 【， bhi, ,bs 是 过 同一 点 ， 二 的 
上 的 三 点 ， 三 直线 。 
Cs 是 必 41 昌 ;及 用 Bi 的 交点 ， ca 是 0185 及 asb | 的 联 线 . 
Cs 是 41 Bs 及 有 4sB; 的 交点 ， 2 是 Gos 玉 ap 的 联 绪 ， 
是 By A 的 交点 ， ci 是 02bs 及 4385 的 联 线 ， 


终结 : CsCa2yts 在 间 一 直线 殷 第 ，elrcascs 过 同一 点 上 8g。 
fs 上, 


定 尖 ， 在 平面 (x) 上 任 取 不 在 
同一 家 钱 上 的 三 点 4,28,C， 
作 三 条 直线 48, HC,CA, 
这 三 点 和 三 直线 所 组 成 的 图 形 
叫 葡 完全 三 点 形 , 用 六 4 晤 人 记 之 ， 


过 一 点 的 三 直线 0,p ,ec， 

必 三 个 充 点 本 eea， 

这 直线 和 这 三 点 所 组 成 的 图 形 
叫 散 完 全 三 线形 , 弄 Aa8e 记 之 。 


中 泛 和 本 曙 


定 难 《图 31) 定 理 《 图 32) 


上 盘 谱 ， 在 平面 4 节 ) 上 取 三 直线 假设 ， 在 平面 (xX} 上 取 三 点 荆 ， 
l,i, Li,L:. 
在 } 上 歌 关 点 天 1， 且 2， 有 8。 过 上 联 三 直线 T3228， 
作 完 爹 三 点 形 和 信 48C， 作 一 个 完全 三 线形 入 ape， 
恒 了 8 蕊 过 半点， 性 pc 在 zi 直线 上 ， 
局 如 过 入 3 点 ， ct0 在 T2 直线 上 ， 
攻 百 过 让 8 点 ， ab 在 zx: 家 线 上 ， 
性 在 i 工 ， g 过 LL1， 
叫 让 i 上. britL,, 


所 有 的 入 ABC 的 忆 点 总 在 一 直 | 有 的 入 0be 的 6 强 总 经 过 一 点 上 s+ 
掏 [s 上。 


上 上 面 所 谈 到 的 只 是 平面 上 的 对 偶 原 理 ， 现 在 我 们 要 谈 到 空 
闻 的 对 依 原 理 。 为 方便 计 ， 用 希腊 字母 c，B,Y…… 才 示 平 面 ， 
用 a8 记 两 平面 8 与 8 相交 的 直线 。 

假设 一 个 定理 只 是 关于 点 ,直线 和 平面 的 位 置 , 妈 是 ;(1) 太 
在 平面 上 或 平面 过 点 ; (2》 点 在 直线 上 或 平面 过 直线 ; 《3》 一 
直 钱 与 一 平面 的 交点 或 一 直线 与 一 点 决定 的 平面 。 把 这 定理 中 
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所 有 的 “点 ”和 “平面 ” 对调， 大 写 的 英文 字母 和 希腊 字母 对 
调 ， 上 南 (1)(2)(3) 三 组 关系 中 每 一 组 的 两 句 活 对 逆 ， 便 可 得 
到 黄 一 个 定理 ， 与 康 来 的 定理 互 称 为 空间 的 对 偶 定 理 。 
宝 同 对 从 原理 说 : 两 个 空间 的 对 候 定 理 中 ， 你 如 果 知 道 其 
站 的 一 个 便 可 以 依 上 商 的 对 调 波 求 得 另 一 个 只 要 证 最 其 中 的 
例如 ， 德 钞 格 定理 。 


德 冲 格 定 通 〈 疼 33) 中 


假设 ， 空 间 联 认 点 A1，Bi， 摄 设 ;空间 中 取 广 平 而 g ,Bl1， 
Ci -2, Ba Cay -Adz, BiB2, | ?it caypBz，y73 G1023, BiBs, 
CC2z: 直 线 均 过 同一 点 工 。 7Yz 三 直线 的 在 同一 平面 4 上 。 
波 逢 44 有 与 4。 上 Bs 有 一 - 诡 终结 ;wb 与 ta82 在 一 平面 上 ， 


站 
B, Cl! 与 Bo CC; 有 一 谈 点 ， 


Cd 与 Ca .42 有 一 变 点 ， 
沸 三 点 在 同一 直线 人 ， 


有 yi 与 82y2 在 一 平 而 上。 

?al 与 ?aaxs 在 一 平面 上 ， 

此 开平 醒 过 同一 直线 上. 

此 定 埋 申 窑 涉 到 十 张 半 面 的 所 
相 的 关系 ,在 纸 上 画 上 里 此 图 撕 时 ， 
无 法 看 得 清楚 ， 放 省 略 。 如 果 不 
是 由 于 对 则 原 理 ， 儿 无 从 发 现 此 
定理 。 由 此 也 梧 以 看 出 对 全 原理 [ 
之 价 人 了 。 


关于 对 偶 康 理 ， 本 章 中 还 有 继续 的 推广 。 


注 灯 届时 1 423 忆 s 六 点 并 不 一 定 在 一 平面 上 上。 这 图 更 实际 是 
并 六 的 。 辑 暴 这 六 点 在 一 平面 上 ,定理 当 热 仍 成 立 , 有 趣 的 是 空间 定理 的 还 请 比 平 了 
拒 理 的 证 明 阁 易 得 地， 


让 学 汪 和 由 


ML 透视 图 形 


1 完全 多 点 形 与 完全 务 线形 


一 平面 《rz)》 上 上 最 简单 的 图 形 是 点 与 直线 所 组 成 的 ， 例 如 
一 个 三 角形 包括 三 顶点 及 其 边 。 现 在 可 推广 它 ， 仍 然 写成 对 候 


的 形式 ， 
定 兴 (图 34) 


完全 三 点 形 ， 见 上 节 例 二 。 

,完全 四 点 形 包 揪 回 碟 本 ,了 ,CC 
Dt 其 中 和 任 三 点 不 能 在 :直线 上 上 ) 
及 其 六 条 和 直线 AB，AC, AD， 
BC, BD, CD 和 和 AB SCL, 
ACS 与 BD，ADSB8C 的 三 个 交 
点 羡 ， 了 。 (又 称 对 边 点 )。 


完全 nn 点 形 包括 点 (其 中 任 
三 点 不 突 同一 直线 上 ) 及 其 


一 条 直线 《每 条 经 过 这 
凡 成 中 的 二 点 )。 


和 


定 久 ( 图 35) 


完全 三 线形 ， 见 上 上 和 节 例 二 。 

完全 四 线 形 包 搬 四 直线 上 pse， 
中 其 中 任 三 直 线 不 过 同一 点 ) 及 
其 六 个 变 点 ab，ac,， ad,be, bd， 
dd 和 过 2b 与 cd ,ac 与 bd ,aa 与 5c 
的 三 条 直线 T，gy，x 【又 称 对 顶 


完全 1 线形 包括 有 直线 《其 中 尾 
三 线 不 过 同一 点 ) 及 其 -2 二 了 
个 变 虚 《每 点 在 # 直线 中 的 二 条 


直 镜 上 )。 


2 未 视 中 心 和 过 视 轴 


为 方便 计 ， 仍 列表 地 述 ， 


慨 设 ， 在 一 平面 (Xx) 上 有 两 个 假设 ， 在 一 平面 (T) 上 有 两 个 
三 点 形 A1Bi C1 4,B,C,, 三 线形 apicl，ezpaca， 


dd4a， 加 1 日 ，LIC3 三 直线 oz02，Dips，c10z 三 点 在 周一 
会 于 同 点 上 。 直线 【上 。 

网 ” 地 两 个 三 点 形 称 为 “成 中 则 ”此 两 个 三 识 形 称 为 “成 轴 
心 遗 神 ” 工 称 为 透视 中 心 。 迁 视 ”| 称 为 得 视 辅 。 


关于 租 视 图 形 的 基本 定理 是 德 诊 格 定 理 。 一 个 三 角形 可 以 
看 作 一 个 三 点 形 ， 也 可 以 看 作 一 个 三 线形 。 所 以 我 们 可 以 说 两 
个 三 角形 成 市 心 透 视 或 输 和 下 视 。 


德 涉 烙 定 再 对 由 定理 ( 必 36) 


假设 ， 同 一 平面 tx) 上 两 三 角 慨 俊 ， 池 一 平面 {7T) 上 两 三 骨 
形声 中 心 迁 视 。 形声 轴 透 视 。 
化 铸 ， 此 两 三 角形 成 轴 透 视 。 多 鱼 ,此 两 三 角形 成 由 心 滔 视 。 


用 普通 的 说 法 ， 用 普通 的 说 法 ， 

假 放 六 AB1Ci 及 六 A By C2 假设 六 415101 扩 A 入 92b2c; 在 平 
在 平 商 4r) 上 ， 商 (x》 上 ， 

4 BB1B:, CC: 会 十 同一 aids Pi1b2, eta 在 间 一 直 问 
点 工 i 上 ， 


砷 灌 下 


德 沙 格 建 殖 


终结 4，4a 呈 2 的 充 点 


B11 Ci， B32 的 交点 
Cd41，La42 的 充 点 

在 同一 实 线 1 上。 
现在 说 前 是 平面 的 德 钞 格 定 
理 ， 其 图 形 与 第 谋 节 中 空 了 向 的 德 
神 格 定理 之 图 相册 ， 故 省 格 之 。 


对 二 定理 (图 35) 


终结 ，oap: ，aa 加 的 联 线 
picel，zpac3 的 联 线 
ciQ1， ca2s 的 联名 

会 子 同一 点 蕊 上 。 


利用 德 钞 格 定 理 便 可 得 到 下 而 的 定理 ， 


定 理 《图 37) 


假设 ， 两 个 完全 四 点 形 
ABCD RR A, Ps Cs D;, 
4 As, BiBs, C1Ca, DiD, 


会 于 同一 点 七 ， 
终结 ， 下 列 六 点 中 ， 如 有 五 点 
在 一 直线 上 ， 赠 第 六 点 出 在 这 直 


, 线 上 ; 
4 呈 ， .za 吾 2 的 变 点 
有 1 Cl 性 ;Cz 的 交点 


* 48°s 


摄 设 ， 两 个 完全 四 线形 pi 

cd Rlsbac2ds, 

Taga B162， cifay dids 同 在 
一 直线 i 上。 

笑 结 ， 下 齐 六 线 中 ， 如 有 五 谎 
经 过 同一 点 ， 则 第 六 名 也 过 同一 
= 

D1，G263 的 联 线 

ici，ao22 的 联 煞 


‘图 38) 


mdi， asdsz 的 联 线 
Dici，pzcz 的 联 线 
bidi， 52d3 的 联 钱 
cid ，caG3 的 联 线 


DI，A2sDDs 的 交点 
BC;，B2 C2 的 交点 
Bi1D1，B2 呈 :的 交 点 
C1D1，Cs Ds 的 交点 


以 上 所 举 的 鲍 子 都 是 投影 几何 学 里 的 重要 定理 ， 我 相依 很 
多 读者 不 一 定 您 过 。 这 些 例 子 有 了 商人 个 特点 ， 

第 一 、 只 要 拿 一 条 直 尺 ， 便 可 以 作 图 ， 用 不 到 圆规 等 。 图 
形 中 都 是 过 两 点 作 一 直线 或 作 两 直线 的 交点， 对 于 喜欢 作 图 的 
读者 一 定 会 觉得 很 美丽 。 

第 二 、 这 些 定理 中 都 没有 度量 的 关系 ， 过 去 我 们 所 学 的 欧 
外 几何 学 的 所 有 的 定理 都 与 长 度 和 角度 有 关系 。 随 便 举 一 个 例 
于 来 说 ， 第 一 章 里 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 

一 个 坦 角 三 角形 的 直角 的 两 夹 边 的 平方 和 等 于 直角 的 对 过 
的 平方 。 


这 个 定理 中 说 到 有 一 个 角 是 直角 ,以 及 三 边 的 长 度 的 关系 。 


和 


又 例如 大 家 都 知道 的 下 面 的 定理 ， 

一 个 等 边 三 角形 的 三 内 角 都 相等 。 

这 个 定理 中 说 到 巡 的 长 度 以 及 角 的 大 小 国美 系 。 读 者 不 妨 
任意 找 一 个 以 前 学 过 的 定理 ， 把 长 度 和 角度 不 论 ， 看 能 不 能 成 
立 。 所 以 说 欧 氏 几何 学 是 研究 度量 的 关系 。 自 然 ， 非 欧 派 的 几 
何 学 亦 不 例外 。 至 于 解析 几何 学 更 是 离 了 长 度 和 角度 便 无 法 计 
算 的 。 本 章 所 说 的 定理 都 没有 长 度 与 角度 的 关系 , 即 是 与 度量 无 
关 。 读 者 一 定 会 问 ， 这 些 定理 究竟 与 什么 有 关 呢 ? 答案 是 “位 
置 ”. 这 些 定理 中 只 看 见 “ 某 点 在 某 直 线 上 ”或 “ 某 直线 经 过 某 
点 ”等 等 ， 全 是 位 置 的 关系 ， 所 以 这 种 几何 学 义 称 为 位 置 几 何 
学 。 在 下 面 我 们 将 作 有 系统 的 丁 究 。 


IV 和 远视 和 财 影 


在 前 面 我 们 已 经 讲 过 一 些 造 视图 形 。 现 在 要 讲 到 最 基本 的 
迁 视 关系 。 


1 点 列 和 线束 的 远视 关系 
为 了 易于 比较 ， 列 表 如 次 ， 


虚 列 的 台 视 (图 39) 线 来 的 甫 视 (图 40 


在 一 平 画 (zx) 上 任 取 一 直线 在 一 平面 5r) 上 任 取 一 点 上 1。 


上 i。 五 上 上 的 点 前 全 体 称 为 一 点 剂 ，| 过 工 1 的 直线 的 全 体 称 为 线 束 ， 
五 称 为 这 点 列 的 底 绩 。 过 I 称 为 这 线 东 的 中 心 

在 (zy 上 任 取 另 一 直线 六 和 不 在 (7) 了 上 上 任职 另 一 点 蕊 3 及 不 
在 1 与 3 上 之 任 一 点 卫 。 这 工 1 与 :的 插 一 直线 p。 


专 :志和 中 


点 列 的 透 寓 ( 余 39) 


上 的 点 Ai， Bi, Ci, Di 
“与 了 的 联 线 PA,，PB,， 
POW，PD;，… 和 省 与 上 上 。 扯 交 于 
2 Ba C2 Dz … 等 点 。 

A Bl C1s D1 种 做 次 
和 A bas Cs D2 配 成 
对 。 


图 39 


庙 这 种 配对 法 ， 对 平 石上 任 一 
点 由 在 is, 二 一 定 有 一 点 与 它 配 成 


对 , 世 只 有 一 点 可 以 与 它 配 成 对 。 


反之 ， 在 全 上 的 点 亦 然 。 

用 数学 的话 来 说 ， 站 上 的 点 列 
与 瑚 上 的 起 列 戌 一 对 一 的 对 应 ， 
这 对 应 叫 怖 成 透视 。 忆 点 称 为 延 
说 中 心 。 有 1 A2 王 称 为 对 恬 点 ， 
如 ,， 吕 ; 亦 互 称 为 对 应 点 …。 


线束 的 透视 (图 40) - 


过 册 的 直线 01，B1， cisd1， 
… 汪 pp 的 交点 pai pbi, pei， 
pd,, 省 与 二 ; 相 联 成 直线 92， 
Dzas C2 doy 

ai，pl，51yd1… 各 依次 和 as， 
Da， es， ds*… 配 成 对 。 


图 4 


电 这 种 配对 法 ， 对 于 过 工 :的 
任 一 直线 一 定 有 过 工 s 的 一 直线 
与 它 配 成 对 ， 也 只 有 一 直线 可 以 
与 它 配 成 对 量 ， 上 成 之 ， 计 工 ; 的 直 
线 亦 热 。 

用 数学 的 庄 来 说 , 过 工 : 的 线 京 
与 过 玫 s 的 线束 成 一 对 一 的 对 应 ， 
这 对 应 叫 成 透视 。 上 直线 称 为 选 | 
视 轴 。81，0s 豆 称 为 对 应 直 钱 ， 
pi，p2 亦 开 称 为 对 庶 直 钱 …。 


二 号 了 * 


现在 谈 到 度量 的 关系 ， 仍 列表 如 次 ， 


根 当 上面 欧 讨论 


在 二 及 i 上 各 和 全 取 一 方向 沪 正 
方 交 《< 见 图 39)。 在 上任 取 不 向 
的 二 点 如， 已， 在 和 上 的 对 应 点 
为 间 2y 吾 s 以 -44 吨 : 记 出 -4 至 吾 ， 


的 长 度 , 以 .4 瑟 : 记 由 了 罕 证 ;的 | 


长 度 。 很 显然 地 ，A1 五; 和 五 > 
不 一 定 会 相等 。 

如 果 我 们 任 取 匡 下 四 点 A41, 1， 
Ci 已 1， 用 《1 HB, CD1Y 证 


-ii B,C) , 
AD: BD 


-1 号 ; ， CC 五 ;的 对 应 点 依 
次 是 往 吕 上 的 4 583; Ca 站 2 
同 樟 用 ( 42 号 2，C2 卫 27 记 


定 现 不 管 肪 ,Bi, 必 1 ,DD 如 何 
权 法 ,({4) 是，， 蕊 ) 门 1 = 
CA Bo Ca Da) CA Pi, C1 D2) 


称 咨 .CC 有 四 点 的 密 出 。 


注 均 ， 虽 包括 上 1 及 上 的 无 限 远 点 在 内 。 


根据 上 看 的 讨论 


在 工 ; 成 ; 周转 各 耻 一 方向 为 : 
正方 向 久 。 过 荆 ! 任 坡 不 同 的 二 直 
总 fl， bis 


开 a1D1 记 向 qa1 转 至 b1 的 骨 谋 ， 
以 G26s 记 由 gs 转 至 bs 的 角度 。 很 
显然 地 ，55 ;和 op 不 一 定 会 相 


spe 
符 。 

如 条 我 们 尾 取 过 工 ; 的 四 让 线 | 
aiypiyelyg 用 Clpiyeseiy | 


A A 
sinalct sinbie, . 
, en A 
sinadl sinbid) 


als Bl: C1 好 的 对 应 直线 依 
次 是 过 荆 2 的 03，Das es 可 3 二 
样 用 (4s8s，czda} 记 

ua mn 
Singaco 上 Sin paea ， 
Pr 
singods sinb,d, 

定理 不 管 91， b,, ciydl 加 
何 取 法 Ca,61d1) = 
Caabs ,cad2) (085c1d1) 称 为 
gab1， C1 四 直线 的 作出 。 


电 过 工 1 而 平行 于 避 的 直 占 与 过 工 3 而 平行 于 户 的 直线 本 起 对 。 
个 根 证 你 靖 在 一 点 ， 我 局 栎 转 90 而 ,你 一 年 无 从 苇 起 ， 周 为 体 可 以 向 训 
转 90" ,也 可 点 疝 右 转 80 组 黑 趣 定 堪 转 若 正方 向 ,于 各 阿 右 转 堡 是 前 方向 。 加 的 "是 
向 堪 转 90"。 转 一 ( 负 )80 是 阿 吉 转 上 0 。 所 以 在 一 点 在 焉 负 方向 ,正如 一 直 扑 月 正 釉 


方向 一 样 。 


昌 从 汪 


变 比 是 巴 布 二 发 网 的 ， 它 在 射影 几何 学 里 的 地 位 正如 上 距离 


在 欧 氟 由 何 学 里 一 样 的 重要 。 
2 山 


点 列 《图 41) 


假设 :后 上 的 点 列 441B1,… 利 
上 的 点 列 4a， 万 zs，… 成 得 坑 
《 即 4 ， 吾 i 甩 会 于 一 点 知 
5 上 的 点 殉 .4s， 号 zs… 利 fs 上 的 
点 列 Aa， 上 Ba-… 成 诅 视 民 即 
习 ,As， BoBa,， 会 于 一 点 ) 
如 此 下 去 … 

1 上 的 点 列 .4,_1， 1 
和 总 上 的 点 列 4， 妃 ，… 成 透视 

则 4 和 4 可 本 成 对 ， 卫 4 和 五 
可 村 成 对 。…: 

这 种 对 应 是 一 对 一 和 的， 称 为 射 
影 对 应 。 或 者 说 由 上 的 点 别 
疙 1 ，BBi，… 既 射 臂 灾 动 变 成 在 
上 的 点 列 .4,， 吾 …， 


图 41 


影 


线 束 《图 42) 


假 汶 ， 过 天 ;的 线 束 g1， b,, 


… 和 过 工 ; 的 线束 &，,b3,… 成 调 
议 (好 4192，5153， … 在 一 直 
线 上 ), 过 上 ;的 篇 束 943, 了 ;，… 和 和 
过 上 的 加 束 2s，B8s,… 成 迁 袖 
820 ，babs， 在 一 直线 
二 >》 可比 下 堪 … 
过 二 .1 的 线 东 mr D1: 
和 过 过, 的 线束 au， b, 机 成 迁 说 。 
则 al 和 6 可 本 成 对 。，b1 和 六 可 
配 成 对 ，… 
这 种 驹 应 是 一 驹 一 的 ， 称 为 射 
影 对 应。 
误 背 说 几 过 二 :的 线束 9ly51， 
… 到 般 影 变动 挛 成 过 工 , 的 线 训 


站 


读者 也 许 会 头痛 了 ， 为 什么 经 了 这 样 多 次 的 透视 ， 仍 然 是 
一 对 一 的 。 让 我 来 讲 一 个 笑话 ， 假 次 有 这 样 一 个 城市 ， 世 迭代 
代 短 一 个 父亲 只 有 一 个 世子， 那么 可 以 断定 每 一 个 祖父 只 有 一 
个 孙子 ， 每 一 个 曾祖 父 上 只 有 一 个 重 孙 ，…… 不 车 传 了 多 少 代 我 
们 都 可 以 说 :每 一 个 …… 只 有 一 个 ……。" 反 过 来 ， 自 然 用 不 着 
说 每 一 个 儿子 只 有 一 个 父 宗 ， 每 一 个 孙子 只 有 一 个 祖父 ,……。 
合并 起 来 便 可 以 说 不 管 待 了 多 少 代 ， 第 一 代 和 第 nt 代 寿 是 一 对 
一 的 。 


下 面 是 射影 对 应 下 的 点 列 及 线束 的 关系 ， 


点 到 


假设 ， fi， 六 为 一 平面 5 工 的 
二 直线 ,hi 上 的 点 列 A1,B1, 世 i， 
… 和 经过 一 个 射影 变动 得 到 训 上 
的 点 列 4， B., Cs, 症 提 | 

很 好 熟地， 所 1#, 不 ~- 定 等 十 
了 4 局。 但 是 任职 11 上 的 钵 点 41， 
Bi, Cs Hi, 

WA B), C1D1)= 
(CAB C2 D2, 

(CA, Bz, Ca)= 
(A Bs, Clls). 

CA Ps C1 了 JJ。 ri) = 
CA Br CD) 

记 以 CA; B,CyD1)= 
CAB,, CH) 

凡人 此 得 到 下 而 的 铺 论 定名 ， 一 
虚 列 中 任何 四 点 的 诡 出 在 射影 谈 
动 之 下 是 不 变 的 。 


* 34 +s 


上 


线 东 


候 设 ， 工 1， 世 -为 平面 (本 ?上 上 的 


二 点 ， 过 荆 ] 的 线束 yis 
经 过 射影 谈天 得 到 对 工 , 的 强 束 


Qs Huy 让 
人 人 

很 显然 更 ， qb, 不 一 泪 笔 于 
gp 但 是 在 取 过 工 : 的 四 直线 aa ， 
51，p1， 了 1 ， 

则 (aipiyceiaiy = 

【Gao cada), 

(qaba coda} = (anbe, cada) 


《Ga 1bs1,Cr i da-1) = 
(Cab cd,) 

所 忆 C91B1 cd )= 
(Canby, Crdo), 

因此 得 装 下 面 的 结论 定 规 ， 一 
然 东 中 任何 四 直 织 的 充 比 在 射影 


变动 之 下 是 不 变 的 。 


下 面 讨论 圆锥 曲线 ， 
二 附 一 线 (图 413) 


假设 记 i, 为 一 平面 (XY) 上 的 
两 宜 线 ,上 的 点 列 4 ， 吾 1， 
Cl， 经 过 一 射影 变动 得 到 
上 的 点 镜 A,，BB，Cs 
联 旭 4， 呈 | 百 ,， 居 1 这 些 
直线 的 线 坐 标 48i，Hssaay 都 适 
全 于 第 四 章 第 I 季 3 均 中 的 一 个 
二 次 方程 式 。 

归 是 A A BiB CIC ns 
都 切 于 一 个 辐 俊 曲线 。 


二 次 曲 鳗 《 图 44) 


假设 志 i， 二 为 一 平 而 4 上 的 
两 点 ， 注 上 :的 线束 091，P1is51， 
… 经 过 射影 变动 得 到 L, 上 的 
线束 0 B56,，…。 作 0 
BB ricu 下 这 些 诡 点 的 点 
坐标 (zi+，xzaz，xs)y 都 适合 于 第 
词 硕 第 工 节 匡 款 中 的 一 个 二 次 方 


| 程式 。 


即 是 aigo，Pip， cc,s … 都 在 


由 此 ， 贺 锥 此 线 的 性 质 又 可 以 用 射影 几何 学 来 研究 了 。 


申 所 号 日 


VY 巴 斯 卡 定理 和 布 良 雄 定 理 


巴 斯 卡 定 更 (区 45) 


定理 :假设 在 一 个 加 CC 上 硬 插 


联 六 点 ， 不 妨 称 之 为 第 -， 二 ， 
三 ， 四 ， 玉 ， 六 点 。 

网 下 面 的 三 交点 让 同一 直线 
上 : 

过 第 一 ,二 扣 的 直线 与 过 第 四， 
百 点 前 直线 的 交点 。 

过 第 二 ,三 点 的 直线 与 过 第 五 ， 
六 虚 的 直线 的 交点 。 

过 第 三 ,四 点 的 直线 与 过 第 六 ， 


一 点 的 直线 的 交点 。 

所 得 的 这 根 直 名 时 巴 斯 若 直 
钱 。 

销 和 如， 在 图 C 上 任 取 闪 点 4， 
B, C, D, E, FP. 

把 4， 召 ，C， 品 ， 友 ,FF 答 作 
为 第 一 ， 二 ， 三 ， 四 ,五 ,六 点 。 


网 下 面 的 三 个 变 虚 在 一 直线 
上 上， 

(全 453 

所 8 与 DE 的 交点 


人 * 


下 面 是 两 个 非常 美丽 的 对 个 定理 ， 


市 良 维 定理 (图 46) 


定理 ,假设 在 一 个 网 CC 上 任 取 
六 条 切线 ， 不 芒 称 为 第 一 ， 二 ， 
三 ， 由， 王 ， 究 条 切线 。 

则 下 面 的 三 直线 会 二 一 点 4 


过 第 一 ， 二 切线 的 交点 与 过 第 
中， 五 切线 揭 交 点 的 直线 。 

过 第 二 ， 三 切 钱 的 交 虑 与 过 第 
五 ， 广 切 钱 的 交点 的 直线 。 
过 第 三 ， 四 切线 的 交点 与 过 第 
六 ,一 切线 的 变 点 的 直线 。 

所 得 的 这 一 点 虽 布 良 稚 点 ， 


例如 ， 在 加 上任 取 认 切 维 &， 
b, ce, d, e, f, 

把 wy 5, ed, we. 了 各 作为 
第 一 ， 二 ， 三 ， 四 ， 五 ， 六 条 二 
线 。 

则 下 面 的 三 直线 全 于 一 点 LI 


《图 462 
过 098 与 de 的 直线 


巴 斯 卡 定理 ( 图 45) 布 良 挫 定 斑 : 轿 462 


BC 与 FF 的 交点 过 be 与 ef 的 直线 
必 DD 与 下 4 的 交点 过 cd 与 14 的 直线 


性 


图 5 图 46 
又 葬 如 ， 把 号 ， 二 ， CD,E, 又 僵 可: 指 上 ， i Cy d, 从， 
各 作为 第 一 ， 二 ,三 ;由 , 五， 1 各 改 为 第 一 ， 二 ， 三 ， 四， 五， 
总 点 。 re 


则 下 面 移 三 交点 在 一 直线] 则 下 面 的 三 豆 钱 交 在 一 点 上 1 
上 ; 
(图 47) 


证 


4 HF * 


巴 斯 卡 寂 理 { 侧 45) 布 良友 十 理 ( 坪 46) 


BA 与 DE 的 交点 
用 CC 与 EF 的 交点 
CD 与 FB 的 交点 
值得 特别 注意 的 是 1! 和 和 凡是 不 

同 的 二 条 直线 。 如 果 把 上 面 的 六 

点 排列 成 别 的 次 序 ， 又 可 红 得 到 

不 同 的 包 斯 卡 喜 缓 。 出 同样 的 六 

成; 起 其 梧 以 得 出 六 十 条 不 同 的 

马 斯 卡 直 线 。 这 六 十 条 直线 又 可 

分 成 十 五 组 ， 冬 级 的 四 茶 前 线 从 

于 一 点 ， 共 十 五 点 。 和 这 十 五 战 浆 

有 许多 关系 …。 有 许 委 关系 …。 

全 体 称 为 巴 斯 卡 图 形 。 全 体 称 为 布 良 雄 图 形 。 


对 作 图 有 兴趣 的 读者 ， 不 妨 用 一 张大 纸 ， 把 上 面 的 点 、 线 
金 体 作出 来 ， 真 十 壮观 极 了 。 

上 看 的 两 个 定理 中 的 “ 国 ” 改 为 “圆锥 曲线 ”仍然 成 立 。 
京 来 的 巴 斯 卡 定理 和 布 身 雄 定理 都 是 关于 图 锥 监 线 的 。 回 只 不 
过 是 圆锥 曲线 的 特例 而 已 ， 查 是 我 特别 举办 图 的 例子 ， 是 因为 
读者 们 对 六 最 熟悉。 

这 两 个 定理 可 写成 本 书 ， 其 变化 之 多 可 以 想见 了 。 


过 Ba 与 de 的 直线 
过 ac 与 ef 的 直线 
过 cd 与 6 的 占线 
信和 福特 别 注意 的 是 工 和 工 ; 是 | 
不 同 的 二 点 。 如 果 把 鞋 面 的 六 切 
线 排列 成 别 的 次 序 ， 叉 可 以 得 到 
不 同 的 布 跨 雄 点 。 由 同样 的 六 若 
线 ， 总 共 唐 以 得 出 六 十 个 不 同 的 
布衣 梁 点 。 这 六 十 点 天 可 分 成 十 | 
五 给 ， 每 组 的 四 点 在 一 直线 上 ， 
共 十 五 条 和 雪线。 这 二 五 芭 直线 又 


巴 斯 卡 定理 的 圆锥 而 线 如 洒 退 布 良 雄 定理 中 的 圆 维 明 线 如 果 
化 威 二 订 直 线 ， 恒 每 到 巴 布 小 定 | 退化 成 二 点 ， 便 得 到 巴 布 十 定理 
理 。 的 对 俏 定 理 。 

巴 斯 卡 定理 中 的 六 点 4,8, 心 ， 布 良 雁 定理 中 的 六 条 线 9，p， 
加 ， 睛 ， 玉 ， 如 录 有 两 点 重合 ， ct， Qi 6,f， 如 果 有 两 条 线 重 合 ， 


钢 如 4 与 B 重 合 ， 过 4 与 8 的 直线 | 例如 6 与 5 重合 ,0 与 5 的 交点 便 咸 
便 成 了 .4 点 的 切线 ， 巴 斯 卡 定 砷 | 了 wa 的 切 点 ， 布 良 雄 定 理 们 然 成 
份 热 成 立 ， 立 。 


二 要 


关于 图 惟 曲 线 的 很 多 的 美丽 的 性 质 ， 因 限于 篇 幅 ， 只 有 制 
爱 了 。 


VI 空间 的 射影 


在 空间 任 琶 二 平面 (C7) 与 (fT*)， 和 不 在 (7) 与 (Xx*) 的 任 
一 点 P( 图 49)。 在 (z3? 上 任意 画 一 个 图 Wy 
形 F, 此 F 上 的 每 一 点 4 各 和 P 联 一 直线 ， 
然后 与 于 变 于 点 4 这些 交点 4 在 
"上 上 组 成 一 个 图 形 F' 。F 和 下 叫 成 下 
视 ， 人 4 与 4 互 称 为 对 应 点 。 我 们 要 找 
出 上 与 于 有些 什 么 共同 的 地 方 ， 图 4 

如 果 F 是 一 直线 ，F' 也 是 一 直线 ; F 经 过 一 点 态 , F' 也 经 过 
一 点 4 《4 的 对 应 点 )。 

这 两 句 话 很 简单 ,但 有 很 大 的 意义 :假设 (r> 即 是 第 在 节 与 
第 ] 节 中 前 (Fr)， 人 假设 F 是 巴 布 士 定 理 的 图 形 ( 参 看 第 卫 节 中 的 
图 29)， 即 是 三 条 直线 1 71 上 各 有 三 点 4 ,As ,As;B,,B,,B,; 
CCCso 下 面 每 一 组 的 三 点 在 一 直线 上 ， 

AtBsCs, ABsC,s, AiBCs, ABsC), ABIC,,AB,C, 

把 F 经 过 透视 方法 得 到 在 Cr ) 工 的 对 应 图 形 F/ 。F7 也 包括 
三 直线 ，1;，14。 其 上 各 有 三 点 At， 太 1， 太 5; BB1, BI，B%3 
C1, >， Cao 下 南 每 一 组 的 三 点 在 一 直线 上 ， 

AiBiCa, 41BaCz， 各 :了 BiCsy ABCi ,A BC , ABCs 

所 以 上 和 FF 有 很 多 相同 的 地 方 。 第 开 节 与 第 IIT 节 中 所 有 的 平 
闻 Cx ) 上 的 图 懂 经 过 选 视 ， 在 Lx/ 上 也 得 到 相同 的 图 形 , 换 宁 
话说 ，(x) 上 的 这 些 图 形 经 过 透视 仍然 是 不 变 的 。 

但 有 些 慎 么 东西 变 了 呢 ? 假设 在 tz} 上 作 一 个 等 边 三 角形 
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六 BC， 经 过 延 视 便 得 到 (x) 上 的 对 应 的 AA7B7C7 (图 50)， 
八 A'B8'C! 便 不 再 是 等 边 宇 角形 ,三 内 角 也 不 再 相等 了 。 所 以 长 
度 和 骨 度 都 有 改变 。 第 节 与 第 UI 节 中 的 周 形 都 没有 提 到 长 洲 
各 角度， 所 以 不 受到 影 聊 。 

假设 在 LX) 上 了 到 一 个 辐 作 Ff, 在 
Cx!) 上 的 对 应 图 F' 不 再 蚌 一 个 加 
六 ,七 所 未 的 圆锥 闭 线 。 换 名 话说 ， 
即 是 (f) 上 的 图 经 过 透视 改变 了 .但 
是 (Cr 上 的 图 形 为 圆锥 曲线 时 ， 经 
过 透视 在 (x’) 上 仍 是 圆锥 曲线 。 所 
以 圆锥 曲线 经 过 透视 是 不 变 的 。 图 50 

假设 读者 喜欢 计算 ， 在 (2 上 任 取 同 一 直线 1 上 的 四 点 上 4， 
B，C，D。 在 tz/) 上 的 对 应 图 形 是 同一 直线 HW 上 的 由 点 4 ， 
B,C/，D/!， 而 且 (AB，CD) = (4A7B! ，C1D')。 所 以 变 比 佐 
过 透视 是 不 变 的 。 

在 空间 取 平 面 (X ,Cx (Ra) ne: 《71)。 任职 点 P,;， 
PP,，PsoP- 1。 但 Pi 不 在 (与 Cry) 上 上 ，P。 不 在 (zy 与 
《Ts EE, Pi 不 在 Cm 4} 和 Ct) 上 。 在 (x1) 上 任 取 一 个 图 
形 F,， 由 P, 淫 视 F ,到 (zx,) 上 得 F,， 由 P; 和 远视 FP, 到 (7,) 上 得 PF， 
st P, 1 透视 F.- ,到 (x.) 上 得 F,。F :和 P, 称 为 成 射影 ， 或 者 说 
FF. 经 射影 变换 得 PF,。 射 影 几何 学 醒 是 研究 PF, 和 已 的 相同 之 处 ， 
或 者 说 研究 经 射影 变换 后 图 形 的 不 变 的 性 质 ， 这 些 人 性 质 叫 射影 
性 质 。 下 泗 是 一 些 射影 性 质 ， 

交 出 、 直 线 、 瓜 、 图 惟 旧 线 等 等 。 贺 锥 项 线 又 可 以 由 这 一 
个 观点 去 研究 。 


人 


VII 仿 射 几何 学 


如 黑 取 5z7，(fa)，(rs (都 是 平行 的 平面 ， 则 由 
(ri 和 惕 到 (xz.) 称 为 仿 射 变 换 。 妍 究 经 仿 射 变换 后 图 的 不 变 的 性 
壬 吧 基 和 仿 射 才 何 学 ， 仿 射 才 林学 中 C(x,) 上 的 无 限 远 直线 变 成 
《Xs 上 的 无 限 远 直 线 。 所 以 苇 限 迄 直 线 基 不 变 和 的 。 两 平行 线 可 
以 看 作 交 于 无 限 远 直线 上 的 一 点 ， 又 过 优 射 变换 之 后 ， 记 得 到 
的 二 直线 前 冯 点 仍 在 无 限 远 直线 上 ;所 以 这 二 直 铸 仍 是 平行 的 。 
芯 平 行 线 在 仿 射 几 何 学 中 是 不 变 的 。 其 他 所 有 的 射影 性 读经 仿 
射 变换 后 亦 术 变 。 例 如 直线 经 仿 射 变换 后 仍然 是 直线 等 等 。 


VI 画 法 几何 学 


画 法 儿 何 学 ， 过 去 又 称 投影 儿 何 学 ， 是 蒙 肯 创造 的 ， 它 与 
射影 泡 全 学 并 没有 多 少 关系 f 但 因为 中 文 的 诺 名 很 相 象 ， 所 以 
附带 的 说 一 说 。 画 法 斤 何 学 是 工程 上 用 前 工具 。 璧 如 襄 画 一 座 
房子 (图 51)， 我 们 可 以 出 正面 .侧面 、 驮 上 画 出 各 个 图 的 样子 。 
利用 这 二 个 图 形 ， 恒 可 以 把 立体 的 房子 表示 在 平面 上 看 的 人 
必须 有 相当 的 训练 ， 才 会 想到 这 三 个 图 形 合 起 即 成 一 座 立体 的 
房子 。 普 通 的 蓝 锅 ， 就 是 只 画 出 这 三 图 而 不 会 画 出 整个 房子 的 
图 形 的 。 工 程 师 们 天 天 看 见 的 就 是 这 种 图 形 。 


全 人 二 


图 上 1 
者 可 站 所 


IX 非 欧 几何 学 


在 本 节 中 我 们 要 从 另 一 个 观点 去 看 非 欧 几何 学 与 敬 氏 元 何 
学 的 关系 。 


1 移民 几 柯 学 


在 平面 (z) 上 任 取 一 点 D， 以 CO 为 圆心 ， 大 于 零 的 实 茹 7 为 
于 知 ， 作 一 个 圆 C( 图 52)。. 在 圆 C 内 任 取 二 点 P， 吕 。 过 P， 吕 
作 一 直线 1 与 图 C 交 于 两 点 R;。R,。 假 设 i 上 的 正方 向 是 由 RR 到 
及 :。 


、 PR OR, 
(PO, RIR,) = 
设 入 1 之 PR, OR, 


设 dtPQ) = 10g(PQ, RR,) 


dPQ) 有 下 面 的 性 质 ， 
1 APO)= — dQP)., (3) 
2} 假设 5 在 PG 绩 内 上， 出 图 52 
dPOY EPSY + ICIO), 《2 
3) 假设 与 如 重合 ， 则 SCPQ7T =*0。 (C3) 
反之 ， 很 设 GC(P87 = 0， 则 P 与 0 重合 。 
4) 假设 P 点 加 定 ，Q 点 沿 1 移 到 R, 或 R, 时 ， d(PQ) 变 成 无 
限 大 。 
现在 我 们 幻想 一 种 动物 居住 在 回 C 内 ， 匆 起 贺 C 内 各 点 的 
温度 不 均匀 ， 由 于 热 胀 冷 缩 的 影 吻 ， 使 得 这 种 动物 用 来 测量 卓 
离 的 尺子 本 身长 度 在 各 点 都 不 相同 。 可 是 这 种 动物 自己 的 身长 
也 驾到 了 热 胀 冷 缩 的 影响 ,与 他 新 用 的 尺 于 成 正比 地 胀 长 缩短 。 
中 者 


共 此 ， 当 这 动物 带 了 尺子 在 贺 内 作 测 量 时 ， 他 既 不 能 发 党 他 用 
的 尺子 在 胀 缩 ， 也 不 发 觉 他 自己 的 身长 在 联 缩 。 

由 于 这 种 动物 的 尺子 的 本 身长 度 随 地 而 异 ， 他 出 回 内 的 一 
扩 P 量 到 阅 内 另 一 点 Q 所 得 的 结果 , 便 和 我 们 局 外 人 用 长 度 不 会 
变 的 尺子 由 P 量 镜 吕 所 得 询 结 果 不 相 局 了 。 我 们 晤 得 的 结果 郧 是 
[4 之 长 ， 这 种 动物 所 量 得 的 结果 ， 候 设 为 红 P@)。 我 们 来 看 ， 
依 他 的 是 法 得 到 些 什 么 ， 

1 PQ = -aeQP) 表 示 由 量 到 吕 与 由 怠 重 到 P 的 结果 是 
长 短 相 等 ， 方 向 相反 。 

2) 5 在 PO 上 ， 则 dCPQ) = dPS) + dS5QY。 这 宪 示 由 P 欣 到 
名 之 长 等 于 由 P 量 到 3 之 长 加 上 由 8 量 到 @ 之 长。 

3) 了 与 & 章 合 ， 则 dCPQ) = 0 d(PQ) =0， 则 了 与 @ 重 合 。 
这 表示 如 两 点 重合 ， 则 其 距离 为 零 ! 太 之 ， 两 点 的 距离 为 零 ， 
则 此 两 点 重合 。 

这 种 动物 斯 量 得 的 上 面 的 三 种 结果 ， 都 与 我 们 局 外 人 所 用 
陛 不 会 变 的 尺子 所 最 得 的 结果 相同 ， 但 下 面 的 第 四 点 却 不 相同 
丁 。 

4) 如 果 台 沿路 到 只 :或 RR 时 ，BCPC) 变 成 无 限 大 ， 所 以 这 
种 动物 觉得 只 ,和 有 R: 是 ! 上 的 两 个 无 限 迅 点， 他 永远 走 不 到 及 ;各 
丸 :。 可 是 我 们 看 来 ，PR ,和 PR; 都 是 有 限 的 长 度 。 

这 一 小 点 差异 ， 使 得 这 种 动物 所 景 得 的 几何 学 是 属于 罗 拭 
一 派 。 在 名 CC 内 任 取 不 在 i 上 的 一 点 L， 联 结 LR ,及 ER, 两 直线 。 
因为 RR1 友 Rs, 是 在 无 限 远 处 ， 所 颂 LR ;和 上 LR, 痢 是 1 的 平行 组 ,于 
是 过 LIL 可 以 作 1t 的 两 条 平行 级 了 。 

在 图 上任 取 一 点 IT。 由 了 T 作 二 条 线 妖 bp 和 4&( 轩 537。 以 芭 记 
p 与 4 在 T 点 所 成 的 角 。 申 前 章 第 IIE 节 的 讨论 ， 过 T 可 作 鸯 C 的 二 
条 切线 7 | 和 fr 都 是 七 线 )。 


站 于 科 


me 
Fi sin 
设 (tp9,， rr,) = ls oP 
Binnr;, singr; 


gCpq) = log(pd， Fr) 


8cpg}y 有 四 个 性 质 ， 
1) (p99) = — HC0gp), 
2) 设 $ 为 经 过 T 的 一 直线 ， 则 8(pq) = 8ps) + 8tsg)。 
3》 设 P 与 9 重合， 则 8pQ) = 8 反之， 设 红 p97 =0， 则 p 与 
4 重合 。 
4) 期 p，d 相 变 于 Of 则 bp4) = pg. ~、 
如 Pp，# 不 相交 于 ， 则 Pp) 不 一 是 畦 于 pg。 
现在 我 们 假定 这 种 动物 测 出 由 ?到 gq 的 角度 是 9(pq) ,他 对 于 
角度 的 测量 有 下 面 的 结果 ， 
1) 0Kp9y= 一 8《gp)， 即 是 由 Pp 到 9g 的 角 嵌 和 由 4 到 Pp 的 舱 凡 ， 
大 小 相等 ， 方 向 相反 。 
2) p，4，8 都 变 于 T， 则 bp = (ps》+ 8Cs9)， 即 二 由 了 到 
9 的 角 等 于 由 ?到 s 的 角 加 上 由 s 到 4 的 角 。 
3) 设 了 与 4 重合 ， 划 (p99) = 4， 即 是 册 p 到 4 的 前 二 于 零 。 反 
之 ，ffpay =0， 即 由 P 池 9 的 角 为 零 ， 刚 ?与 9 重合 。 
上 面 三 点 各 我们 对 于 角 的 测量 记得 的 结果 是 一 样 的 ， 下 面 
一 点 却 有 了 差异 。 
4) 如 果 这 动物 在 圆心 0 点 测量 度数 , 所 得 的 结果 与 我 们 测 
得 的 结果 相同 。 如 果 不 在 OQ 点 测量 时 ， 与 我 们 所 得 的 结果 便 不 
一 定 相 同 了 。 
这 种 动物 的 几何 学 各 我们 移 几 何 学 有 很 多 相同 之 点 ， 葡 如 
一 个 三 角形 的 三 边 相 等 则 三 角 相 等 。 
假设 这 种 动物 在 贺 内 作 一 个 他 所 认为 的 “等 边 三 角形 * 
» 4 a 


OVU， 其 中 一 个 顶点 在 全 心 0。. 虽然 虫 我 们 的 观点 看 来 ,OU 各 
OVY 是 同样 长 ，VYU 却 发 短 些 候 。 但 是 这 种 动物 的 尺子 在 离 圆心 
D 越 远 的 地 方便 趣 编 得 短 ， 因 此 他 认为 Y 吕 是 和 OU、OY 同伴 长 
的 。A 入 OVU 既 然 是 他 认为 的 “等 边 三 角形 ”, 所 以 三 内 角 相 等 ， 
A 入 OVU 的 三 内 角 之 和 便 等 于 三 全 的 9Cuv)s Ww，v 各 代表 OU 及 
OY 二 直线 。 但 是 根据 上 而 第 4 项 ，BKCUu)? 等 于 ，nu0， 即 是 等 于 
“TUOVY。 所 以 “等 进 兰 角形 ”OYDC 的 三 内 和 角 之 和 等 于 三 惜 的 
TOY 
现在 回 到 我 们 平常 的 欧 氏 几何 学 来 。 因为 OV = 0U0>UV,， 
/UOV < /UVO= “~YDO， 
3AUOV < 过 AUOV+ AUVO+4 AVUO= 寅 直角 。 
即 是 39Cuv) < 两 直角 ， 
绪论， 在 这 种 动物 的 几 柯 学 中 。，A 信 OVU 的 三 内 角 之 和 小 于 
隐 直 才 。 
这 种 动物 所 得 到 的 儿 柯 学 实在 是 玉 氏 几何 学 。 


2 黎民 几何 学 


在 平面 (x) 上 取 一 图 心 为 0， 闪 径 为 的 虚 图 CG 是 不 等 于 

零 的 实数 ), 在 (2) 工 任 取 二 点 P,Q。 过 P,Q 作 一 直线 !， 与 C 交 于 
二 后 Ri1 及 R，。 都 是 脱 点 )。 
PR 


设 (POORR, = 于 1 :2 
PR,. QR, 


d(PO) = log(PQ, R,R,), 


dPQ) 有 下 面 的 性 质 ， 
注解 ， 人 中 高 回 心 趟 远 ,这 种 荔 物 的 尺子 俐 如 短 。 汤 以 他 认为 OF 和 UV 一 位 的 ， 
我 们 潭 起 案 忆 7 其 短 些 5( 见 图 53)。 


让 本 村 


1D d(PQ)= ~d(QP), 

2》 如 果 5 在 PO 上 ， 则 2CPQY = (PSY + (5359)。 

83) 如果 P 与 9 重合 ， 则 dPO》=0。 如 果 4CPQ) = 0， 则 了 与 
9 重合 。 

4) 如 果 假 设 P 固 定 ，8 沿 ! 跑 到 无 限 远 点 去 ，d(PQ) 便 等 于 
于 或" 也-。 正 号 或 负 号 由 Q 沿 1 的 正方 沿 或 负 方向 跑 去 而 定 。 


假设 有 一 种 动物 生存 在 这 平面 上 ， 央 这 平面 上 各 点 的 温度 


不 同 ,他 用 来 量 距 离 的 尺子 的 本 身 也 受热 腾 冷 缩 的 影响 而 变化 。 
假设 他 由 P 量 到 Q 记 得 的 结果 是 dCPQ)， 它 对 于 长 度 的 测量 也 有 
四 个 结果。 第 一 ， 二 ， 三 个 结果 和 前 款 中 的 相 辣 。 现 在 只 说 第 
四 个 结果 。 

4) 由 一 点 P 最 到 任何 一 无 限 远 点 的 距离 都 是 一 定 长 到 或 


~ 正 负 导 涤 示 正 负 方 光 。 岂 以 这 种 动物 的 平面 上 , 任何 一 


直线 都 是 有 痕 长 度 ， 吕 然 可 以 沿 一 直线 继续 的 前 进 。 这 种 动物 
的 直线 便 是 象 球 面 上 的 贺 一 样 。 由 我 们 看 来 由 P 成 量 到 元 限 点 
的 忠 离 吓 无 限 大 的 。 
这 一 感 的 差异 使 得 这 种 动物 的 几何 学 属 了 于 歼 氏 一 派 。 
过 (Cz) 上 一 点 T 作 两 条 直线 bp，9g。 由 T 作 的 两 切线 六 和 ri。 
个 ,个 Q 


， sin pr sin or 
设 ?Cpqyrire) = 
St pr, sin qr, 
Ur F 


OCpq) = lo8(pa,rir:), 
图 84 
6(ag7 有 四 个 性 质 如 前 匣 中 的 0 一 样 。 息 设 这 种 动物 调 
量 角 谋 的 缚 果 是 8(p9)， 忆 也 有 同样 的 四 项 结果 。 
这 种 动物 的 几何 学 中 也 有 这 个 定理 ， 


= 村 格 


三 角形 的 三 边 相 等 ， 虽 三 内 骨 亦 相等 。 

假设 这 动物 作 他 所 试 泡 网 “等 边 三 骨 形 ”0OUT( 图 54)。 我 
们 看 来 OU =OY， 但 是 CQCY 村 长 些 由 。 所 以 我 们 得 到 

OU = OV <UY, 

所 议 ZOVU = /OUVY < /UOV. 
所 以 3AUOV> ~OVT+ “OUVY+ ~UOVw = 两 直 间 但 基 
3~UOY 等 于 这 种 动物 的 “等 边 三 角形 ”OUY 的 三 内 "前 "之 和 ， 
于 是 得 到 下 面 的 绪论。 续 论 : 在 这 种 动物 的 几何 学 中 ， 和 信 QUVY 
的 汪 内 和 角 之 和 大 于 了 两 直角 。 

所 愉 这 种 动物 的 禾 何 学 实在 是 歼 抱 才 司 学 。 


3 三 种 几何 学 的 统一 性 
在 本 节 1 款 及 2 款 中 国 C 的 户 若 让 它 变 成 无 限 大 ， WdPO) 


便 等 于 我 们 平常 的 PO，0(pq) 便 等 于 我 们 平常 的 P49。 即 是 说 当 
;站 成 无 限 夫 时 ， 前 两 款 中 的 两 种 几何 学 都 变 成 了 欧 氏 几何 学 。 


4 一 工 
用 K 表示 - 丽 E 丽 平 径 的 平 开 。 在 相 闻 1 教 中 的 国 C 的 半径 等 


于 r， 所 以 K = 一目 ,小 于 苓 。 在 本 节 2 蒜 中 的 圆 C 的 半径 等 于 并 ， 


re 


所 以 Ki 大 于 零 。 让 rf 变 成 无 限 大 ，K 便 等 于 零 。 


Fr 
所 上 用 天 来 分 别 三 种 几何 学 ， 合 得 到 下 面前 结论 ， 
K<0， 所 得 的 几 入 学 是 罗 开 有 几何 学 。 
丰 =0， 所 得 的 几何 学 是 欧 氏 几何 学 。 
六 >0， 所 得 的 几何 学 基 黎 氏 几 L 何 学 。 
这 三 种 几何 学 又 从 高 级 的 观点 统一 起 来 。 


注解 也 商品 点 越 运 ， 尺 于 越 账 长 。 


是 类 六 者 


至 于 K 有 什么 几何 的 意义 ， 下 一 章 表 说 了 ，。 

这 一 章 的 结尾 ， 我 要 指出 本 节 1 款 及 2 堵 中 用 (PB8，R.R,》 
及 (fq rT) 交 比 洲 定 (PQ 和 (pq)。 但 (PQ,RIRs) 及 
(pg，r 7,》 都 是 射影 性 质 ， 所 以 由 射影 几何 学 可 以 研究 这 三 
种 几何 学 。 西 此 ， 英 国 数学 察 克 勒 稼 说 所 有 的 几何 学 都 是 射 
影 几 何 学 但是， 客观 世界 是 如 此 地 季 富 ， 我 们 还 要 看 到 几何 
学 丰富 多 采 的 发 展 。 


a 8 


第 六 章 微分 几何 学 


I 微分 几何 学 的 对 象 


微 积 分 是 德国 的 来 布 里 慈 和 英国 的 牛顿 发 丁 的 (全 ?。 香 用 微 
积分 来 研究 几何 学 ， 恒 是 微分 几何 学 。 有 了 这 种 新 移 方 法 ， 几 
何 学 的 研究 恒 不 只 限于 直线 、 圆 锥 中线 、 球 面 等 : 面 可 以 讨论 
到 一 般 的 曲线 各 一般 的 此 面 。 


II 曲线 的 几何 学 


1 平面 上 的 洗钱 


在 一 平面 (x) 上 任 取 一 曲线 KK。 在 K 上 任 取 一 点 了 ,和 另 一 成 
口 (图 55)。1! 为 联 PQ 两 点 的 直线 ， 当 Q 沿 K 跑 到 PP 后 时 , [ 转 到 的 
位 置 便 称 为 和 在 P 点 的 切线 。 过 P 
作 比 切线 的 垂直 线 称 为 上 在 P 所 
的 法 线 。 

例 一 ”如果 K 是 一 条 直线 ， 
入 上 等 一 版 的 切线 即 是 其 。 KK 上 
每 一 点 的 法 线 即 是 K 在 该 扩 的 刁 
线 。 


t 往 ] 没 有 学 社 演 税 分 的 读 才 ， 十 以 参 君 作者 的 :从 算术 到 常 微分 方程 ;一 韦 ; 
(1979 年 新 南大 民 出 虑 柱 ) 


相关 过 生 


例 二 、 如果 KK 蚌 一 个 图 ,KK 上 每 一 点 的 法 线 即 为 罚 心 和 该 点 
辫 联 线 。 该 点 的 切 强 即 为 过 该 点 而 与 该 点 的 法 线 生 肯 的 直线 。 

在 K 上 任 取 一 方向 作 正 方向 {图 56)。KK 上 任 一 点 P 的 切线 和 
法 线 的 正方 向 ， 以 下 面 所 述 而 定 ， 

假设 有 一 个 人 在 KK 上 向 正方 向 前 进 ， 当 他 走 到 P 点 时 , 他 面 
对 的 方向 即 为 P 感 的 荔 线 的 下 方向。 和 他 右手 向 右 出 平 促 的 方向 ， 
便 算是 P 点 的 法 线 的 正方 向 。 


图 56 

在 平面 (Xx) 上 取 一 个 以 0 为 圆心， 半径 等 于 1 的 加 CC 图 56)。 
C 上 的 正方 向 , 规定 为 与 时 钟 所 走 的 方向 相反 。 由 O 必 一 直线 平 
行 于 点 的 法 线 的 正方 向 ， 与 狗 C 交 于 P 点 。P7 算 作 K 上 的 P 点 
在 贺 C 上 的 代表 点 。 依 此 方法 ，K 上 的 每 一 点 在 C 上 者 有 一 代表 
把， 也 只 有 一 代表 点 。 这 里 特别 声明 , GC 上 的 点 不 一 定 都 是 KK 上 
的 点 的 代表 点 ，5C 上 的 每 一 点 也 不 一 定 只 代表 天 土 的 一 点 。 如 果 
读者 起 不 清 这 上 几 句 话 ， 我 可 以 作 一 个 比喻 ， 彼 设 一 个 学 校 的 每 
一 级 学 生 都 指定 一 个 代表 在 一 起 开会 ， 那 么 每 个 学 生 都 一 个 人 
代表 他 ， 也 只 有 一 个 人 代表 他 。 可 是 一 个 代表 不 一 定 只 代表 一 
个 学 生 ， 他 代表 的 是 一 级 人 如果 这 级 人 有 个 ， 他 便 代表 
个 人 人。 但 是 到 会 的 不 一 定 者 是 学 生 代 表 , 也 许 有 先生 参加 指导 。 

现在 假设 有 甲乙 两 人 ， 申 在 KK 上 走 , 乙 在 C 上 走 ; 但 乙 所 在 
的 C 上 的 点 ， 必 须 是 当时 甲 所 在 的 关上 的 点 的 代表 点 , 这 样 乙 的 
行动 便 由 轩 的 行动 南 决 定 。 当 用 经 过 K 上 的 P 点 时 , 乙 便 经 过 C 
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二 前 了 的 代表 局 已 点 ， 当世 忆 的 速率 与 中 的 速 雍 之 比 便 电 做 天 在 
?上 扎 的 曲率 ， 即 是 表示 攻 在 点 的 杰 由 情形 。 下 面 举 两 个 例 ， 

俩 一 ”假设 K 是 一 条 直线 ，K 上 仁 一 成 P 的 切线 即 为 自己 
《图 57)， 其 上 任 一 点 的 法 线 即 为 与 K 季 直 的 直线 ， 这 些 垂 线 互 
相 平 行 。 记 眠 &K 上 扬 有 的 点 在 贺 C 上 的 代表 都 是 同一 点 P'。 因此 
四 在 其 上 走时 ， 己 站 在 C 上 的 灵 点 上 不 动 。 所 限 乙 的 速率 总 是 等 
于 零 。 故 甘 在 每 一 点 了 的 曲率 便 是 等 于 零 。 

结论 ， 一 直线 的 每 点 的 曲 举 都 是 零 。 


图 59 图 5383 

例 二 ”假设 是 一 个 半径 等 于 r 的 图。 国 心 在 07 点 〈 图 $8)。 
又 最 K 上 的 正方 向 与 时 钟 走 的 方向 相反 。P 为 K 上 任 一 点 ，0O’P 
使 是 P 点 的 法 线 ， 由 0 到 P 算 是 法 线 的 正方 向 。 作 OP' 平行 于 
QO!P，P! 便 是 K 上 的 P 在 C 上 的 代表 点 。 因 此 甲 在 kK 上 所 走 过 的 图 
缴 所 对 的 图 心 前 ,等 于 乙 在 C 上 岂 走 过 的 图 弛 所 对 的 加 心 角 .加 
心 角 相等 ， 所 对 的 国 纺 的 比例 便 等 于 半径 的 比例 , 乙 在 C 上 所 走 
的 纪 与 时 在 K 上 所 走 的 练 的 比例 , 便 等 于 图 C 和 和 国 KK 的 半径 的 比 
例 。 面 回 C 的 半径 为 1， 因 KK 的 半 逢 为 r， 甲 与 乙 同 时 所 走 的 路 程 
之 比 总 是 1tf， 所 以 四 二 乙 在 每 一 点 的 过 率 的 比例 也 是 fr。 

结论 ， 半 径 等 于 ?的 留 K 的 每 一 点 的 曲率 都 是 二 。 如 果 站 上 
的 正方 向 改变 ， 人 的 正方 向 始终 不 变 ， 圆 & 上 每 一 点 的 曲率 都 是 


ee 


六 


p FI» 


普通 一 条 曲线 KK 上 的 曲 素 不 一 定 每 点 相等 。 计算 时 必须 用 
微分 的 方法 ， 此 地 不 能 多 举 了 。 

在 一 条 曲线 K 上 任 取 一 点 O0， 任 取 一 方向 作 正 方向 。 曲 线 K 
的 每 一 点 都 可 以 由 0 去 决定 ,与 第 四 章 第 I 节 1 款 中 直线 上 的 情形 
相 和 仿 。 例 如 P 是 KK 虐 竹 一 点 ， 由 0 放 六 到 P 的 长 度 为 3。3 可 以 为 正 
长 度 ， 震 示 由 OQ 沿 K 的 正方 向 走 $ 便 到 P。3 也 可 以 为 负 长 谋 ， 下 
示 由 人 福 KK 的 角 方 向 走 -S 醒 到 P。S 也 可 以 为 篆 ， 即 珍 寺 0O 反 。 
有 了 S 便 知道 K 上 P 点 的 位 置 ， 有 了 P 点 便 可 以 计算 K 在 P 点 的 此 
率 。 麻 以 有 了 S 便 可 以 得 到 一 个 曲率 ， 用 RC(S) 沁 这 曲率 ， 表 示 
与 S 有 关系 ， 下 面 是 一 个 很 章 要 的 定理 ， 

定理 ， 假 设 在 一 平面 (r? 上 有 两 条 曲线 C: 及 Ci (图 59)。C， 
上 有 一 点 Ol， 由 D0. 沿 Ci 是 $ 镜 一 点 Pl。Ci 在 P; 点 的 弗 率 以 
Kk.CS} 志 之 。 Cs 上 有 一 点 90s; 册 0, 沿 Cs; 晤 S 到 一 点 Ps,。C; 在 P, 的 
曲率 以 X243》 记 之 ， 对 于 任何 的 5，K1CS) 和 ,CS) 都 相等 。 
终结 ， 抠 ,和 人 0, 辣 合 ;CC, 的 正方 铅 和 Cs 的 正方 向 到 合 ， 则 C1 
和 C; 便 全 部 合 合 。 反 之 亦 成 立 。 


0, * 
oy 

图 89 
这 个 定理 指证 明 已 经 不 是 本 书 的 范围 。 查 是 ， 我 可 以 简单 
地 说 一 说 它 的 重要 性 。 第 四 章 里 叙述 过 ， 解 析 几 和 柯 学 的 方法 必 
须 先 取 誉 标 系统 ， 不 同 的 坐标 系统 下 同一 个 曲 鲁 的 方程 式 便 不 
同 了 。 现 在 庚 齐 的 S 和 K CS) 只 与 曲线 的 本 身 的 开始 计算 点 ,下 
方向 、 弯 曲 三 件 事 有 关系 ， 与 所 取 的 仅 标 系统 无 区 。 若 知道 了 

k(5S) 便 可 以 作出 很 多 条 曲线 。 这 些 曲 线 都 可 以 互相 谷 合 。 


四 


曲率 在 工程 技术 上 很 有 用 。 例 如 火车 转变 的 地 方 ， 曲 率 半 
径 如 果 过 小 ， 亦 即 昌 率 如 困 过 大 ， 则 转变 的 速度 必须 减 慢 ， 否 
则 便 会 有 火车 出 轨 的 危险 。 又 例如 ， 飞 机 依 冲 时 ， 如 果 飞 行 轨 
迹 药 曲率 过 大 ， 则 飞行 员 会 产生 头 氏 甚至 失去 知觉 的 危险 。 微 
分 几何 的 用 外 很多， 下面 还 会 谈 到 。 


2 空间 的 曲线 


在 空间 中 任 取 一 此 线 Cif 图 607，C 上任 取 一 点 DC 上 任 
意 征 一 正方 向 ， 对 于 任意 的 距离 S, 都 可 以 由 O, 沿 C: 量 3 使 得 到 
一 成 P。 在 P; 点 可 以 由 CC 的 弯曲 情形 决定 两 个 数 ， 一 个 吓 曲 
率 ， 以 双 S) 记 它 # 另 一 个 叫 挠 率 ， 队 T57 记 它 ， KKS 7 和 TS) 
的 定 尽 在 此 地 不 能 细 说 。 不 过 它们 都 只 与 C 本 盘 的 样子 有 关 ,与 


图 #80 

所 取 的 坐标 元 关 。 下 面 的 定理 和 平面 定理 很 相似 。 

定理 ， 假设 空间 有 两 条 胆 线 C1 及 C;。Cl 及 C。 上 各 有 一 点 
0 及 4。0 及 9 上 各 有 一 正方 向 ,对 于 任何 前 $ 都 可 以 出 D, 沿 
C: 量 $ 到 PP 上 氮 ，C 在 P, 点 的 曲率 和 挠 率 各 以 Ki(S) 及 t1(S) 记 
之 。 由 0。 沿 C, 量 到 P, 点 ，C; 在 P; 点 的 曲率 及 拨 率 各 以 ,C5) 
友 T2(S) 记 之 。 再 假设 对 于 任何 的 $，KiC97 和 TS) 都 各 等 
于 ks(S》 及 ta(S)。 终 结 ， 把 0, 及 0, 痘 合 ,C; 的 正方 向 和 C。 的 
正方 回合 合 ， 则 C, 和 C: 便 全 部 登 合 。 反 之 亦 成 立 (图 60)。 


+ 了 下 


II 曲面 的 几何 学 


三 度 空间 时 的 曲面 的 几何 学 是 初等 微分 几何 学 里 最 有 趣 的 
部 分 ， 下 面 分 段 述 之 。 


1 曲面 上 的 距离 与 角 


假设 有 一 个 曲面 图 61)。 SS 上任 取 二 点 P 和 98, 由 P 在 S 上 走 
到 8 的 路 径 是 数 不 消 地 多 ， 但 是 在 一 般 情形 和 下， 最 短 的 路 径 只 


有 一 条 ， 叫 做 曲 P 至 @ 的 测 地 线 。 


wo 


图 81 图 62 

测 地 线 的 得 名 ， 系 由 于 琢 海 人 员 在 地 球 上 由 一 地 航行 到 另 
一 地 所 采取 的 景 短 说 线 。 如 果 我 们 是 生活 在 一 个 平面 上 ， 两 弛 
了 癌 的 最 短路 线 便 是 一 条 直 钱 。 如 果 我 们 是 生活 在 一 个 完 台 的 球 
面 上 ( 属 823)， 两 点 P@ 间 的 最 短路 线 本 以 用 下 法 作出 ， 

过 球 心 O 和 P、 台 可 以 作 一 张 平 
面 ， 也 只 可 以 作 一 张 平 而 ， 这 张 平 
面 与 球面 相交 得 一 个 圆 ，P、@ 都 在 
这 贺 上 。 所 以 P、 吕 把 这 回 分 成 商 
个 驻 ， 其 中 较 短 的 一 个 弧 便 是 由 
到 只 的 最 得 路 径 ， 这 个 圆 吗 球 面 上 
的 大 图 。 可 展 我 们 的 地 球 表面 既 不 是 图 63 
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平面 ,也 不 是 一 个 规 规矩 矩 的 球 曾 ， 而 是 一 个 桥 寺 的 形式 (图 
63)。 由 一 点 到 另 一 点 的 最 短路 线 ， 便 成 了 航行 上 的 一 个 很 重 
要 的 条 题 . 测 地 线 即 由 此 得 名 。 

一 曲面 S$ 上 的 测 地 线 和 平面 上 的 直线 有 很 多 相 象 的 地 方 。 
例如 一 般 情形 下 过 5 上 两 点 P 和 人 Q 必 有 一 条 测 地 线 ， 也 只 有 一 条 
测 地 线 ， 它 是 P 和 Q 间 最 短 的 路 径 。 因 此 在 曲面 上 的 儿 林 学 明 ， 
我 们 用 测 屯 线 来 作 基 本 的 研究 对 但， 正如 在 平面 上 的 几 本 学 里 
的 直线 一 样 。 时 面 芋 的 三 角形 便 是 三 点 4、 下 、C 和 过 其 中 每 两 
点 的 三 条 测 地 钱 所 组 成 的 图 形 ( 图 64)。 为 了 易于 分 别 ， 称 为 测 
地 三 角形 。 曲 面 $ 上 上任 两 点 了 与 双 的 手 离 便 是 指 这 最 短路 酝 的 长 
度 。 


图 64 烈 65 

现在 我 们 谈 到 角 。 在 S 上 任 取 两 条 上 曲线 C ,及 C,, 假设 P 点 是 
Ci 及 C ,的 一 个 交点 ， 在 C1/ 上任 到 一点， 作 直 线 经 过 P 及 QC 图 
65), 当 名 沿 C1 网 到 P 点 内 ,直线 PQ 所 转 到 的 位 置 便 是 CC 在 了 点 
的 切线 。 同 样 我 们 可 以 作 C; 在 P 点 的 切线 。 这 商 条 切线 都 过 PP 
点 。 我 们 知道 ， 在 空间 里 已 物 两 条 相交 的 直线 ， 便 可 以 作 一 平 
面世 含 此 两 直线 ， 曾 且 也 只 能 作 这 样 的 一 平面 。 这 两 条 切线 便 
是 在 这 平面 上 的 杠 变 的 直 妈 。 这 两 直 强 相交 所 成 的 角 便 算是 C， 
肥 C: 在 2 点 质变 成 的 前 。 

有 了 了 两 点 的 距离 及 两 线 的 变 角 和 窟 义 ， 我 们 便 可 以 研究 时 而 
上 的 几 体 学 了 。 
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2 高 斯 曲率 


在 一 曲面 $+ 上任 取 一 版 P。 过 P 任 取 S3 上 的 一 曲线 C。 作 C 在 P 
所 的 切线 。 这 种 C 不 只 一 条 ， 这 种 切线 也 不 其 一 条 。 这 些 切线 
的 全 体 组 成 一 张 过 P 点 的 平面 (x ), 称 为 油 面 $ 在 P 点 的 切 平 面 。 
过 了 点 作 一 直 钱 垂直 于 平面 (7)， 这 条 垂 线 称 为 曲面 S 在 P 操 的 
法 线 。 假 设 一 个 人 站 在 这 切 平 面 上 ， 与 曲面 5 不 在 城 平面 的 同 
一 过 ， 这 信人 由 脚 到 头 的 方向 便 等 是 法 钱 的 正方 向 (图 667。 在 


赂 66 图 67 
空间 取 一 个 球 心 在 0 点 ， 半 径 为 1 的 球面 3S"， 由 球 心 作 一 半径 
平行 于 P 点 的 法 线 的 正方 向 (如 图 66)， 以 P' 记 这 半径 的 端点 ， 
P! 区 为 曲面 3 上 的 P 点 在 球面 3 上 的 代表 点 ，S 上 任 一 点 在 S' 上 
一 定 有 一 个 代表 点 ， 也 只 有 一 个 已 表 点 。 反 之 ，S* 上 的 每 一 虚 
不 一 定 都 代表 8 上 的 一 点 ， 可 以 代表 很 多 点 ， 也 可 以 一 点 都 不 
代表 。 

在 S$ 上 P 的 周转 随便 画 一 个 小 图 C， 把 P 包 在 内 (图 67)。C 上 
各 点 的 已 表 上 起 在 $S' 也 组 成 一 个 小 立 C'， 把 P'! 包 在 内 。C 所 包 图 
的 3 上 的 面积 以 A 所 之 ,CC' 疡 包 图 的 S* 上 的 面积 以 A!' 记 之 , A 及 
太 ' 有 同方 向 与 反方 向 的 区 别 ， 其 决定 法 如 次 ， 

鼻 设 有 两 个 人 人 甲 和 乙 ， 甲 在 S 上 , 甲 由 脚 至 头 锥 方向 总 是 甲 
所 在 点 的 法 线 的 正方 向 ( 普 串 我 们 站 在 地 球 上 ,由 得 至 头 的 方向 
硬是 我 们 所 站 之 点 的 法 线 的 正方 向 ). 乙 在 守 上 , 乙 由 脚 至 头 的 方 
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向 总 是 乙 所 在 点 的 法 钱 的 正方 向 。 甲 在 C 上 走 , 乙 也 始终 走 在 四 
的 所 在 点 在 $/ 上 的 C/ 的 代表 皮 上 。 甲 绕 2-- 周 , 乙 便 绕 C7 一 周 ， 
当 甲 线 C 时 ，C 的 内 部 始终 在 甲 的 左边 或 始终 在 甲 的 右 过 ( 阁 
通 ， 假 设 在 地 上 面 一 个 贺 ， 当 你 沿 着 圆 跑 时 ， 国 的 内 部 始终 是 
在 你 的 左边 或 始终 在 你 的 右边 ， 恒 是 同样 的 情形 )。C 的 内 部 
也 始终 在 乙 的 一 边 ,如 果 C 的 内 部 在 甲 的 左边 ， 同 时 C7 的 内 部 也 
在 乙 的 左边 ， 或 C 的 内 部 在 甲 的 右边 ， 同 时 C' 的 内 部 也 在 乙 的 
右边 。 我 们 说 A 和 4’ 有 同方 向 -全 便 是 正 数 。 反 之 , 如 果 C 的 
内 部 在 甲 的 左边 , 同时 C' 的 内 部 在 乙 的 右边 0; 或 C 的 内 部 在 四 
的 右边 ， 同 时 C! 的 内 部 在 乙 的 左边 ， 我 们 说 A 和 4! 有 反方 向 ， 
合 便 是 负数 。 

现在 让 C 在 S 上 收缩 到 P 点 ，C 所 包 的 面积 A 便 收缩 到 零 去 。 
同时 C' 在 5+ 上 也 收缩 到 了/ 点 ，C' 所 包 的 面积 4/ 也 收纳 到 零 。 
人 便 变 到 一 个 数目 ， 这 个 数目 叫做 曲面 5 在 P 点 的 高 斯 曲率 ， 
又 叫 总 曲率 。 

下 面 是 两 个 例子 ， 

鲍 一 “假设 5 是 一 张 平 商 ，S 上 任 一 虚 的 切 平 面 便 是 8 让 已， 
Ss 上任 一 点 的 法 线 便 是 S 充 该 点 的 重 线 。 一 张 平面 的 重 线 都 是 互 
相 平 行 的 ， 所 以 S 上 所 有 的 点 在 8/ 上 的 代表 点 都 是 回 一 点 因此 
C7 便 只 是 一 点 ，27 所 包 的 面积 便 总 是 零 ， 即 是 4 等 于 等 ,所 以 
全 总 等 于 零 。 

结论 ， 一 平面 的 每 点 的 高 斯 曲率 都 是 零 。 

例 二 假 没 5 是 一 个 半径 等 于 r 的 球 ， 把 5 的 球 心 O 和 57 的 球 


注解 纪要 面 是 目的 ， 其 他 的 贡 研 有 凸 廿 ， 均 会 故 生 这 种 情 损 。 训 如 可 于 形 基 
贾 高 斯 凿 宰 宣 坚 负 的 
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心 0! 亚 合 起 来 。5 上 任 取 一 点 P。P 在 5+ 上 的 对 应 点 为 P'。 则 
OP 和 OP 实在 是 重合 在 一 起 (图 68)。 如 果 r>>1,P/ 便 在 OP 线段 
里 ; 如 果 r =1，P 俐 与 P' 恒 各 如 朵 1 < 之 1，P 便 在 QP'!' 线 段 里 。 


用 最 简单 的 比喻 ， 幻 想 球 心 O 是 一 个 坟 趴 ， 向 四 面 八 方 发光 ,5 
上 一 扎 P 在 3 上 的 影子 便 是 P“ 点 。 所 以 C7 便 是 S 上 的 C 在 8S7? 上 的 
影子 ，4: 便 是 4 的 影子 ,所 以 4 和 4 之 比 等 许 S 和 $ 的 半径 的 平 
方 之 比 ， 即 基 等 于 1:r*。 


结论 ， 半 径 为 的 球面 上 ， 每 一 点 的 高 斯 曲率 都 是 三 。 
一 般 地 说 ， 如 果 一 曲面 在 每 一 点 的 曲率 都 等 于 K， 天 是 一 
已 知 的 实数 ， 则 S 称 为 定 旬 率 曲 面 。 例 一 中 的 S 的 K 等 于 零 ， 例 


二 中 5 的 K 是 一 个 大 于 零 的 数目 这。 自然， 我 们 也 一 定 会 想 看 
一 君 曲率 小 于 零 的 定 曲率 昌 谓 是 什么 样子 。 

假设 一 个 人 追 一 只 狗 。 有 一 条 长 为 上 的 绳子 将 人 和 狗 联 起 
来 。 开 始 的 时 候 ， 人 在 狗 的 北面 距 商 的 地 方 ， 狗 向 东边 跑 , 人 
为 了 取 追 到 狗 ， 所 以 无 论 任何 时 候 人 都 是 面 对 着 狗 〈 狗 的 位 置 
时 时 在 移动 ， 故 人 走 的 方向 也 时 时 在 变 )。 狗 为 了 不 被 人 追 上 ， 
在 任何 时 候 狗 都 设法 与 人 保持 ” 的 距离 ， 这 样 穷 追 下 去 ， 狗 向 
东 跑 ， 所 以 狗 是 在 一 条 直线 上 跑 ， 人 网 的 路 线 叫 定 切 曲线 图 
69) 也 不 妨 叫 做 追 狗 曲线 。 自 然 ,由 开始 之 点 狗 也 可 以 向 西 跑 ， 
人 也 腿 迹 追逐 ， 得 到 追 狗 曲 线 的 另 一 半 ， 以 狗 跑 的 直线 为 轴 把 
追 狗 曲 线 转 -- 周 ， 便 得 到 一 个 曲面 ， 叫 做 伪 球 (图 70)。 伪 球 的 
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图 69 
特点 是 在 每 点 的 高 斯 曲率 都 等 于 下。 


3 非 葡 几 和 何 学 


高 斯 证 明了 一 个 非常 有 趣 的 定理 ， 假 恋 一 曲面 $ 上 得 一 点 
的 禹 斯 曲率 都 等 于 一 个 定数 到 (KK 可 以 大 于 零 、 等 于 零 或 小 于 
零 ); 在 S 上 任 作 一 个 测 地 三 角形 . 评 结 ， 这 个 测 地 三 角形 的 三 内 
前 之 和 大 于、 等 于 或 小 于 两 直 衣 ， 由 KK 大于、 等 于 或 小 于 零 面 
定 。 用 E 记 这 个 测 地 三 角形 的 面积 ， 用 A、 了 LB、LC 记 这 个 
浏 地 三 前 形 的 三 内 骨 呈 。 则 
B= (LA+ ABC 


即 是 说 KK 大 于 零 时 ，E 与 角 余 成 正比 : 天 小 于 零 时 ，B 与 前 失 成 
正比 。 角 余 和 前 名 的 定义 在 第 三 章 第 II 池 2 诸 中 已 经 写 过 ， 读 
者 不 妨 回 顾 一 次 。 

结论 : 在 定 曲率 曲面 8S 上 的 北林 学 由 KK 而 定 。 玉 大 于 和 零 ， 所 
得 钓 几何 学 是 黎 氏 几何 学 : =0 所 得 的 也 休学 是 欧 世 几何 学 ， 
K 小 于 零 ， 所 得 的 儿 何 学 是 男 氏 志 何 学 。 

三 种 不 同 移 几何 学 订 以 由 这 个 观点 又 统一 成 一 种 几何 学 的 
三 种 不 同 的 情形 。 

这 里 我 们 上 顺便 讲 到 球面 上 的 几何 学 ， 这 是 属于 歼 氏 志 何 学 
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的 范畴 。 在 本 节 : 款 中 已 说 过 , 球 上 的 测 地 线 即 为 球 上 的 大 图 ， 
在 球面 上 任何 两 个 大 图 都 有 两 个 交点 (图 71)， 所 以 任何 两 测 地 
线 有 了 两 个 交点 ， 或 者 说 任 两“ 直线 ”都 有 两 交点 。 在 黎 坚 的 原 
来 的 假定 中 只 说 性 两 直线 必 相 交 ， 没 有 说 有 多 少 交点 。 这 种 有 
两 个 交点 的 黎 儿 几何 学 叫做 双 式 构图 几何 学 ， 或 者 简称 为 球面 
几何 学 ， 它 所 看 的 曲面 叫 双 椭 贺 面 或 球面 。 和 如 果 把 这 两 个 交点 
看 作 一 点 ， 即 是 把 一 个 球 上 等 一 条 直径 的 两 个 端点 都 只 当 作 一 
虑 看 ， 任 何 两 测 地 线 便 只 有 一 个 交点 ， 
或 者 说 ， 任 何 两 直线" 只 有 一 个 交点 。 
这 种 获 针 几何 学 叫做 单 式 椭 回 几何 学 ， 
或 者 就 称 为 浪 贺 几何 学 ， 它 所 在 的 曲面 
叫做 单 精 贺 面 或 射影 平面 。 关 于 射影 平 NT 
面 的 性 质 ， 后 面 第 九 章 第 IT 节 3 款 中 再 
讲 。 图 71(1》 

三 次 以 上 的 微分 几何 学 又 叫 黎 曼 几何 学 。 它 全 部 建筑 在 算 
式 上 耐 ， 不 再 是 图 形 可 以 表示 的 。 但 是 它 却 不 只 是 一 些 数学 家 
心中 的 幻想 ， 我 们 研究 字 宙 的 构造 也 机 靠 它 。 后 面 第 十 章 中 还 
会 再 提 到 的 。 


注解 种 ”在 较 深 的 数学 守 ， 有 有 庶 的 单 己 用 政 席 前 ， 背 通 的 180" 等 于 六 弧 席 表 ,长 


作 一 沾 回忆 ， 国 心 首 品 点， 半径 等 于 ， 在 园 C 上 到 莫 站 等 玫 了 。 
/POQ 便 是 1 诺 府 角 , 此 地 公式 中 的 2 4、Z.B， 汪 都 是 用 弧 峰 角 
作 单位 。 


图 ?1:2》 
而 自 和 圭 


第 七 童 ”几何 学 的 基础 


几何 学 经 过 长 期 的 发 展 ， 积 累 了 极其 丰富 的 奢 料 ， 近 民 的 
并 何 学 彰 重 新 将 几何 学 的 基础 加 尽 整 理 ， 闪 把 它 的 丰富 的 内 雁 
安置 在 公理 化 的 基础 上 。 所 谓 “ 会 理 比 ”是 这 样 的 ， 

先 提 出 一 些 基 本 概念 ， 如 点 、 线 、 画 之 类 ! 这 些 基本 概念 
是 人 类 千 关 年 米 在 大 量 的 生产 活动 中 所 经 常 遇 到 的 齐 物 中 抽象 
出 来 的 ， 它 们 反 喘 了 客观 世界 的 位置 及 图 形 的 这 一 个 侧面 。 其 
次 规定 这 些 概念 之 间 要 适合 些 什 么 关系 ,这 些 关 系 便 称 为 公理 ， 
因为 它们 是 人 类 在 大 其 生产 斗争 实践 中 所 反复 证 实 其 为 正确 并 
得 到 公认 了 的 。 一 组 公理 要 适合 三 个 条 忻 ， 第 一 ， 不 相 节 盾 ， 
即 基 由 这 组 公理 不 会 推 得 互相 韦 盾 航 结 论 。 第 二 ， 各 育 独 立 ， 
到 其 中 的 任 一 公理 不 能 由 此 公理 外 的 其 他 公理 推 得 。 第 三 ， 蒜 
统 完全 ， 即 不 再 需要 加 入 新 的 公理 就 足够 建立 所 要 的 绪论。 有 
了 这 样 一 组 会 理 ， 香 依照 远 辑 也 推 得 的 结果 出 命题 ， 这 些 命题 
构成 了 在 这 组 公理 的 基础 上 所 建立 起 来 的 这 种 几何 学 的 内 容 。 

不 网 的 条 件 下 实践 的 结论 不 相同 。 因 些 ， 会 理 系统 也 可 能 
不 相同 。 在 不 同 的 公理 系统 的 基础 上 所 建立 起 来 的 几何 学 因而 
也 有 所 和 不同， 它们 反映 了 在 不 辐 的 条 件 下 ， 客 观 世 界 揭 不 加 的 
某 个 侧 厦 。 


旬 四 了 


HL 公理 系统 


田 上 节 中 所 讲 到 的 定义 ， 斤 和 柯 学 的 基础 是 建立 在 一 组 公理 
上 面 的 。 欧 几时 德 旱 已 知道 公理 的 重要 性 ， 他 芍 公理 系统 满足 
了 前 两 个 条 件 ， 即 是 不 相 了 矛盾 和 各 自 独 立 ， 但 是 并 不 完全 。 劈 
如 说 由 暗中 引用 了 “一 直线 的 长 是 无 限 的 "， 没 有 把 这 忻 事 排 在 
公理 中 ， 他 已 列 为 公理 的 各 条 移 基础 上 推 必 出来。 德国 数学 家 
希 尔 伯 和 对 重新 把 欧 氏 公理 系统 中 不 完备 的 地 方 补充 完 全 ， 使 得 
欧 开 几何 学 的 基础 不 再 残缺 。 在 他 的 著作 “几何 学 的 基础 ”一 书 
中 ， 把 欧 氏 几何 学 应 有 的 公理 分 为 下 面 的 三 大 类 ， 

1 缚 合 公理 

基本 概念 1 几何 学 中 的 三 种 基本 概念 是 点 ,直线 和 平面 。 
通常 以 太 写 的 英文 字 秤 A，B，C，… 等 记 点 ; 以 小 写 的 英文 宇 
母 c6，D，c，… 记 喜 线 :以 小 写 的 着 腊 字 母 w， 记 了, … 记 平面 。 

公理 1,1 过 不 同 前 两 点 4 及 了 可 以 作 一 直 钱 ， 也 只 可 以 作 
一 直线 。 

公理 1.2 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 4，、B 及 C 可 以 作 一 平 
耐 ， 也 只 可 以 作 一 平面 。 

公理 1,3 每 一 直线 上 至 少 有 不 网 的 两 点 存在 ;每 一 平面 上 
孚 少 有 不 在 同一 直线 上 的 三 点 人 存在: 在 空间 至 少 有 不 在 同一 平 
面 土 的 四 点 存在 。 

公理 1,4 如 果 一 直线 4 上 有 不 同 的 两 点 在 一 平面 上 ， 则 
Ga 上 的 每 一 点 都 在 上 。 

公理 1.5 ”两 平面 5 及 有 妇 有 一 点 是 公共 的 , 则 和 8 至 少 还 有 
另 一 点 是 公共 的 。 
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2 次 序 公 理 


基本 概念 在 同一 直线 上 的 不 同 的 三 点 4、B 及 C 的 位 置 
有 次 序 的 关系 ， 即 三 点 中 有 一 点 在 其 他 阿 点 之 间 。 

公理 2.1 假设 4、B、< 是 间 一 直线 鞋 的 不 同 的 三 点 ， 胡 
并 了 在 4 和 C 问 ， 则 3 在 C 和 之 问 。 

公理 2.2 假设 4、C 是 同一 直线 a 上 不 同 的 二 点 则 在 so 上 
至 少 存在 一 点 B 在 和 C 之 间 ;， 又 在 8 上 至 少 存 在 一 点 D, 使 得 C 在 
丰 和 记 之 间 。 

这 一 个 公理 即 是 说 线段 A 中间 有 无 数 多 点 存在 。 区 由 六 及 
< 可 以 无 限制 地 延长 a。 

定义 2.1 假设 4、3B 为 一 直线 0 上 不 同 的 两 点 ， 生 、 引 两 点 
及 在 4 和 和 瑟 之 间 所 有 的 点 ， 合 称 为 线段 4B， 用 《4B) 沁 它 。c 称 
为 〈4B) 的 底线 。4,B 称 为 〈4B)? 的 两 端点 。 在 4 和 8 间 的 点 。 
称 为 线段 的 内 部 ，a 上 不 属于 〈4B) 的 点 叫 线段 的 外 部 。 

公理 2.3 在 一 直线 上 任 取 不 同 的 三 点 , 必 有 一 点 在 其 他 两 
点 之 问 ; 且 三 点 中 只 有 一 点 能 在 其 他 两 点 之 间 。 

公理 2.4 又 称 巴 徐 公 理 ( 图 72)。 
设 有 A.B.C 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 (由 
公理 1.2 过 丰 、B,.C 可 以 作 一 平面 ), 以 
x) 记过 站、8、C 的 平面 ， 在 L7) 
上 取 一 直线 c。 人 假设 5 与 (4B) 相交 ， 
但 不 通过 4，B 或 C， 则 a 必 与 CBC) 和 
《4C)》 两 线段 之 一 相交 ,也 只 能 与 两 
线 之 一 相交 。 图 72 

这 个 公理 平常 我 们 用 得 很 多 ， 但 是 设 有 说 明 旦 公理 。 巴 欠 
是 第 一 个 研究 次 序 公 理 的 几何 学 者 。 


* 中 也 


利用 上 面 的 四 个 公理 可 以 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 2,1 在 任 -- 直 线 sa 上 尾 取 定 一 点 O， 则 3 上 的 其 他 各 点 
可 以 分 成 二 类 ， 其 性 质 如 下 ， 

1) 根 设 上,4: 是 属于 园 一 类 的 两 点 ， 则 O 在 人 (44 的 外 部 。 

2) 假设 4:B: 是 不 属于 同一 类 的 两 点 ， 则 2 在 (43 的 
内 部 。 

这 个 定理 用 普通 的 话 来 说 ， 便 是 0 把 s 分 工商 段 。 同 一 段 上 
枉 瑞 两 点 站/、A,， 册 (A.A,) 个 包括。 每 一 段 中 各 取 一 点 
站 ,，、，B, 则 CA.8,) 包括 OQ {图 73)。 

定义 2.2 假设 A、O 是 不 同 的 两 蕊 {由 公理 1.1 可 以 作 一 
直线 过 太 及 DD), 以 a 记过 A 及 DO 的 直线 。 由 定理 2.1， & 上 的 点 被 0 
分 为 再 类 ， 与 4 同类 的 点 的 全 体 叫 半 线 ，0A4 用 O04 记 之。 如果 
了 在 A 上， 则 称 AA 和 8 在 0 的 同 侧 。 如 果 3 在 4 上 但 不 在 0A 上， 
则 称 B 和 4 不 在 CD 的 同 贷 。 

由 上 面 的 公理 和 定理 又 可 以 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 2.2 设 a 是 一 平面 (x) 上 的 一 直线 , 风 (x》 上 不 在 
a 上 的 点 可 分 为 两 类 。 有 下 面 的 性质 ， 

1》 如 果 太 和 下; 是 同一 类 的 两 点 , 则 (44:) 与 eG 不 相交 。 

2) 如 后 入 ,和 中 不 是 圆 类 的 两 点 ， 册 《4 :8 与 ae 相交 于 
一 点。 

用 普通 话 来 说 ，9 把 (zx) 分 割 成 商 部 分 ,同一 部 分 的 任意 
两 点 让, 和 ;之 间 的 线段 (4 14,) 不 与 6 相交 。 两 部 分 各 人 尾 取 一 
点 和 :和 了 8， 则 6 与 《4 了 交 于 一 所 《图 ?47)。 


.4 
FH 导 ! A 
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外 办 部 


定义 2.3， 恨 设 有 一 直线 6 及 一 所 PR. 以 (Xx) 记过 6 及 卫 的 平 
面 。 由 定理 ?.3，(#) 上 不 在 4 上 的 点 分 为 两 类 , 与 P 同 类 的 点 的 
全 体 划 伐 半 面 ， a、P 有 下 (0，P》 所 之 。 如 果 4: 和 4:* 是 同一 类 
的 两 点 ， 称 4 和 4 在 6 的 同人 钢 。 如 果 上 4. 和 Bi: 是 不 同一 类 的 两 
点 ， 称 4 和 和 忆 : 在 6 的 异 傅 。 

由 上 面 的 公理 、 定 理 、 定 义 
又 可 以 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 2.3 在 一 平面 (Xx 上 
任 取 一 直线 49， 由 3 虐 一 点 OQ 引出 
一 半 线 Rh， 加 不 在 49、 则 hh 在 a 
的 一 侧 ( 辕 75)。 图 75 


3 重合 公理 

基本 概念 3.1 两 线段 (4B) (478B7) 若是 长 给 相等 ， 
恒 可 以 亚 合 一 起 成 为 一 条 钱 绩 。 这 种 关系 称 为 《4 引 可 以 登 合 
于 《AHB ,用 (aaB) 一 (人 428 站 记 之 。 

公理 3,1 设 4，、38 晨 一 直线 6 上 的 两 点 ，4 7 是 GE 上 前 一 点 。 
则 在 ae 上 4 的 一 制 此 有 一 点 瑟 能 人 司 (4P) 一 04, 也 只 有 这 样 
的 一 点 B 。A4" 基 另 一 喜 煞 6 上 的 一 点 。 则 在 Ge" 上 A427 的 一 侧 必 有 
一 点 了 能 使 《4B)= 一 447B7)， 也 只 有 这 样 一 点 B?7。 

有 了 这 个 公理 ， 钱 段 全 可 以 无 穷 的 引 长 了 。 

公理 3.2 任何 一 线段 都 可 以 和 它 自 己 闪 合 。 即 (ABy=s 
《4B)7 或 (AB) 二 (BA), 

公理 3,3 车 CAB) 二 [A1B) 及 CAB) 一 CAB) ,出 (A!B!) 
(A7B' 或 (A*B’)== (CAH Y, 

公理 3,# 假设 tAB)LBC) 在 同一 直线 0 上 。(AB) 与 (BC) 
具有 一 公共 点 Bi (〈4787)、(B7C7) 也 辐 在 sa 上 或 在 同一 直 钱 


轨 加 与 和 


4/ 上 ，(478B77、(B2C 7 具有 一 公共 点 B!。 又 假设 (A) 志 
(47B7)] 及 (BC)y==(B'C1)， 则 (AO 二 (41C7)。 

定义 3,1 在 一 平面 《rm 上 任 取 一 点 0， 由 0 作 两 条 半 线 
hh、K。 根 据 定 理 2.4， 知 道 (Xt 被 R、K 分 为 两 部 分 ,大 的 一 部 
分 叫 外 部 ， 小 的 一 部 分 叫 内 部 。 hk 及 内 部 合 称 为 角 。 OO 点 叫 角 
闫 。R 及 # 思 和 的 两 边 ， 这 有 角 的 大 小 用 焉 记 之 。 

基本 概念 3,2 任何 亢 个 角 焉 及 本 应 都 可 议 比 较 大 小 ， 区 
和 Wk? 可 以 大 合 时 ， 用 胞 = Kr 记 它 。 

公理 3,.58 仿 设 妈 是 一 平面 (xX) 上 的 一 般 ,， 0/ 为 C7) 上 的 
一 点 ， 或 男 一 平面 (7 上 的 一 点 ， 经 过 0!/ 在 (XxX) 上 或 (7 
上 引 一 直线 1。0! 分 1 为 两 半 线 ， 雇 WW 记 其 中 任 一 学 线 ， 则 x) 
或 C7 上 的 [一 侧 ， 改定 可 以 找到 一 条 由 0 超 的 半 线 8 ， 使 得 
PK 三 jg ， 也 上 共有 一 条 这 样 的 严 。 

公理 3.6 任 一 角 都 可 以 与 它 自己 重 含 ， 即 就 = 航 或 耽 = 
其 下 


“ 入 A 
公理 3.7 如 果 也 三 各 K， 隐 二 rk*， 册 多 和 = = 部 防 或 
hrk” = hk’, 
定 兴 3,2 设 4，8BC 是 不 在 同一 直线 上 的 三 点 ， 连 针 三 线 
段 AB)，CBC》、，(CA) 记 成 的 图 形 虽 三 角形 ; 用 和 信 ABC 记 之 。 
态 、B、C 名 顶点 ，tA&B}、(CBCY。CCA) 用 过 。 由 和 点 过 召 、C 备 
作 一 学 线 h，k。 防 叫做 4B) 及 (AC) 两边 的 夹 角 ， 或 BC 边 
的 对 和 角 ， 用 BAC 或 CAB 记 之 。 
公理 3.8 如 果 AABC 及 A 人 4783C2 有 下 面 三 种 关系 ， 
CAB}=S=(ABN) CACY) (ACY), /A BAC /BAC!, 
则 一 定 双 有 下 面 的 两 种 关系 ， 
/ABC= /A'BIC!, /ACB= /AICIB' 
这 公理 并 不 是 说 作 4BC 和 和 八 A 8'C' 可 以 各 合 。 
» BE * 


4 平行 公理 一 一 欧 氏 公理 


公理 4 在 一 平面 (xX) 上 二 ， 设 有 一 直线 6 及 不 在 4 上 的 一 点 
P， 道 过 P 可 以 作 一 直线 P 与 4 不 相交 ,而 县 过 P 而 不 与 6 相交 的 直 
线 具 有 了 一 条 。 

定义 4 ”公理 4 中 的 Pp 叫 a 的 平行 线 。 


5 连续 公理 一 一 德 得 爹 公理 


公理 5 和 任 一 线 绒 《4B) 上 的 点 可 以 分 为 二 类 。 有 下 面 的 
性 质 : 

1) 〈4B)? 上 所 有 的 点 必 属 于 两 类 中 的 一 类 ， 也 只 属于 两 类 
中 的 一 类 ， 不 能 同时 属于 两 类 。 

2) 《4B) 的 两 端点 各 属于 不 同 移 一 类 ， 每 一 类 都 必 有 车 干 
成 。 

3) 如 果 47" 是 与 上 同类 的 一 点 ， 但 和 不 是 4 点 1 B' 是 与 B 同 
类 的 一 点 ， 但 了 不 是 8 点 。 则 4 在 4 和 了 之 间 。 


6 公 弄 的 讨 诊 


上 面 的 五 类 公理 不 自 相 了 矛盾， 又 各 自 独 立 ， 而 且 也 已 经 是 
够 建立 殉 民 交 何 学 。 在 政 氏 的 诛 书 中 第 一 类 和 第 四 类 公理 都 已 
朋 握 地 写 出 ， 第 三 类 公理 内 写 出 一 部 分 ， 公 理 3.1 便 没有 写 明 ， 
第 二 、 五 两 类 公理 都 被 忽略 了 。 第 二 类 公理 是 证 题 时 经 常用 到 
的 ， 很 容易 懂 。 第 五 类 公理 是 表示 一 直线 上 的 点 是 “连续 的 ”， 
或 者 说 一 条 直线 上 是 没有 浙 涓 的 。 在 解析 几何 学 中 ， 我 们 知道 
一 直线 上 的 点 可 以 和 实数 对 应 起 来 ,实数 中 分 有 理 数 和 无 理 数 ， 
有 理 数 即 是 零 、 正 负 理 数 和 分 数 ， 有 悍 数 所 对 应 的 企 体 凤 有 悍 
点 。 用 S 记 有 再 点 和 的 全 体 ， 由 肉眼 大 起 来 ,有 理 点 的 全 体 组 成 一 


* BF 和 


“直线 ”似乎 是 没有 漏洞 的 ， 但 实际 上 是 处 处 有 漏洞 ， 这 种 “下 
线 ”不妨 称 为 有 理 点 直线 。 假 设 一 条 有 悍 点 直 组 [上 的 两 操 ， 各 
在 一 个 图 C 的 内 部 及 外 部 ， 恢 肉眼 看 来 (或 者 由 放 大 性 何 倍 的 
显微镜 看 来 ),i1 和 C 一 定 有 两 个 交点 ， 但 是 实际 上 ! 和 CC 可能 具有 
一 个 变 点 ， 或 者 根本 没有 交点 。 即 是 圆 5 可 能 出 ! 上 的 数 不 清 的 
漏洞 里 穿 过 去 了 。 


IT 非 欧 几何 学 


上 而 药 五 类 公理 中 ， 只 把 第 四 类 的 欧 氏 平行 公理 ， 改 为 下 
面 的 罗 区 平行 公理 ， 

公理 4 在 一 平面 (x) 上, 设 有 一 直线 a 及 不 在 9 上 的 一 点 
P。 在 4 上 任 取 一 芭 点 @， 由 P 作 半 线 有 经 过 Q (图 76)。 当 0Q 沿 a 上 
的 一 个 方向 跑 到 无 限 远 时 ，k 的 位 置 以 h, 记 之 ,hb, 和 有 ;不 在 同一 
直线 上 。 

定义 4 hh 及, 称 为 过 P 点 的 4 的 平行 线 。 左 边 的 一 条 问 左 
平行 线 ， 右 边 的 一 条 叫 有 平行 线 。 

这 样 改 变 之 后 的 五 类 公理 也 是 
一 样 的 洛 自 独立 ， 不 相 和 矛盾 和 系统 
完全 。 出 这 五 类 公理 ， 便 可 建立 系 
氏 几 何尝 。 

如 果 把 公理 4 改 为 下 面 的 两 条 ， 图 76 

1) 在 同一 平面 上 的 任何 两 条 直线 必 有 公共 点 。 

2) 一 条 直线 可 以 无 限 延 长 ， 但 有 定 长 , 苑 是 象 球 上 的 一 个 
加 一 样 。 

这 样 改变 之 后 的 这 五 类 公理 也 是 一 样 间 各自 独立 、 不 栖 矛 
盾 砷 系统 完全 。 册 这 五 类 公示 便 可 建立 黎 氏 几何 学 。 
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IY 有 限 几 何 学 


在 本 章 结束 的 时 候 ， 上 顺便 提 一 提 维 布 伦 所 提出 的 有 限 风 何 
学 ， 它 是 由 完全 不 同和 的 公理 系统 上 建立 起 来 的 。 这 种 几何 学 中 
所 讨论 到 的 只 是 有 限 多 点 及 有 限 多 条 直线 。 例 如 取 七 点 A，B， 
C，D，E,，F，G 及 七 条 直线 ， 每 条 各 过 三 点 ， 依 次 如 下 ， 

点 B C DD E 点 © 
B C D E F © D 
站 E F A 人 C 8 

过 每 点 有 三 条 直线 。 过 任 不 同 的 两 点 可 以 作 一 直线 ， 也 只 
可 以 作 一 直线 。 全 两 直线 有 一 交点 ， 也 内 有 一 交点 ， 叉 可 以 定 
义 有 限 的 射影 才 何 学 。 这 种 儿 何 学 对 于 群 的 理论 很 有 关系 ， 但 
是 我 们 不 能 网 说 了 关于 群 的 理论 下 一 章 再 谈 色 。 有 了 欧 氏 几 
何 学 便 可 以 依次 地 建立 起 其 他 的 几何 学 。 


* 贞 古 昌 


第 八 章 ”几何 学 的 分 类 


I 和 群 论 观 点 下 的 几何 学 


上 章 中 把 几何 学 的 基础 打 好 ,现在 要 谈 到 几何 学 的 分 类 法 。 
土 章 是 由 殉 的 观点 去 看 几何 学 ， 本 章 却 是 由 动 的 观点 去 看 几何 
和 学。 德国 的 数学 家 克 羔 因 把 几何 学 看 作 研 究 在 变换 群 下 图 形 的 
不 变 的 性 质 。 在 不 阿 的 变换 群 下 ， 便 得 到 不 同 的 几何 学 。 我 们 
首先 得 知道 什么 是 变换 群 ， 以 及 各 种 变换 群 下 的 几何 学 如 何 。 


I 刚体 变换 群 
各 种 变动 中 最 简单 的 是 刚体 变换 群 。 今 分 撕 说 明之 。 


1 移 动 


任 取 一 平面 (x)， 及 一 块 三 角形 的 木板 ,把 这 木板 放 在 任 一 
位 置 ， 如 入 ABC。 在 (xX) 上 任 取 一 线段 PE 图 77)。 现在 把 这 木 
板 在 C(x) 上 推动 ， 但 推动 的 方向 要 平行 于 LDPE) 而 且 由 D 推 铅 E。 
推动 的 了 距离 等 于 CDE) 之 长 。 这样 推 动 之 后 ,这 木板 便 达 到 另 一 
位 置 和 4:BIC:。 这 种 推动 的 方法 称 为 平面 上 的 移动 。 用 T 记 这 
移动 ， 用 符号 记 这 件 事 ， 便 得 下 式 ， 

了 (AAA4BU) 二 上 4BIC。 (C1) 

邵 是 说 ， 由 和 ABC 的 位 置 经 过 一 个 移动 T， 移 到 人 4,BiC， 

的 位 置 去 ， 由 于 (DBE) 的 取 法 不 同 , 便 得 到 了 不 同 的 移动 。 在 Cr) 
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上 上 和 再 任 取 另 一 条 线段 (DBEi)， 把 这 木板 再 由 和 4;BiC， 的 位 置 
推动 。 推 动 时 平行 于 (CD,E1), 方 尊 是 由 ,至 1, 长度 等 于 D1B， 
之 长 ， 这 木板 便 由 和信 A4181C ,的 位 置 ， 推 到 入 A,B2C; 的 位 置 。 
用 工 : 记 这 移动 ， 用 符号 记 这 件 事 ， 便 得 下 式 ， 

TICAADCD) = 人 4 了 2Ca。 (2) 


图 77 图 78 
即 是 说 ， 入 A1B1C 的 位 置 经 过 一 个 物 动 T!,， 移 到 入 A4,B,C, 的 
位 置 。 自 然 我 们 知道 ， 由 和 ABC 的 位 置 先 经 过 移动 T, 租 经 过 黎 
动 了 ,， 便 移 到 入 4A,B,C: 的 位 置 。 用 记号 表示 这 件 事 ， 使 是 下 
式 ， 


CT ,+tTICAABOY = A.B,C,. ‘3 
现在 在 (x) 上 作 一 个 三 角形 和信 D,FE,， 使 (DP,F}) 和 (DE) 平 
行 而 且 相 等 ， 由 了 到 8 的 方向 与 由 DD 到 F 的 方向 相 辐 (图 78)。 又 
使 得 (LFE,) 和 (D1E,) 平 行 而 且 相 等 ， 由 DD 到 8, 的 方向 和 由 F 到 
E, 的 方向 相同 。 
把 木板 由 入 A4B8C 的 位 置 平行 于 (DE,) 移 动 , 其 方向 与 由 了 ， 
至 Es 的 方向 相同 ， 其 距离 与 (DE,) 相 辣 。 经 过 这 样 移动 , 很 巧 
地 这 木板 由 人 ABC 的 位 置物 到 了 入 4:B:C: 的 位 置 。 读者 不 妨 自 
己 试 作 一 图 看 看 ， 用 了 ; 记 这 一 个 移动 ， 用 符号 表示 这 忻 事 , 便 
得 下 式 ， 
工人 ABCD7 = A,B,C,. 《147 
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把 (3 ) 和 和 ( 4) 比较 一 下 ， 便 得 到 一 个 结论 ， 先 经 过 了 再 经 过 TT， 
移动 的 结果 ， 等 于 只 经 过 T; 的 结果 ， 用 符号 表示 便 得 下 涉 
Tj+T=T,, 5) 
定理 ”对 于 任何 两 移动 T，T'， 一 定 存在 一 个 移动 T*， 使 
得 ， 
T+T/=T*, (6 
如 果 D 和 EE 重合 ， 所 得 药物 动 叫 徐 伶 移 动 ， 用 0 记 它 ; 所 谓 
的 零 移动 实际 上 上 即 是 不 动 。 把 这 木板 先 经 过 一 个 移动 再 不 动 。 
或 者 说 先 不 动 ， 青 经 过 物 动 T， 都 是 等 于 只 经 过 一 个 移动 开 。 用 
记号 表示 ， 人 恒 得 下 式 ， 

0+T=T+ 0 =T, ‘7) 

假设 把 木板 由 入 站 .81C, 的 位 置 推 动 ， 推动 的 方法 是 平行 
于 CED》， 推 动 笈 方向 与 由 8 到 D 的 方向 相同 ,推动 的 距离 等 于 
CED)。 则 这 块 木板 及 由 入 站 ,B,C 1 推 回 原 地 和 八 4BC。 用 一 TT 记 这 
个 移动 ， 那 么 先 经 过 了 再 经 过 - 工 ， 移 动 的 结果 等 于 不 动 , 用 符 
号 表示 得 下 式 ， 

(一 TI)+ 工 = 0。 C8) 
《-T) 囊 做工 的 反 移 动 。(8) 式 简 单 地 说 ， 即 是 把 一 忻 东 西 搬 去 
又 搬 回 来 ， 等 于 不 搬 。 

这 样 Cz)? 上 所 有 的 移动 就 组 成 了 一 个 群 ， 名 做 移动 群 。 


2 转 动 


在 一 平面 Cr) 上 和 任 取 一 点 0， 过 O 作 两 条 半 线 pk、k( 图 79)。 
把 一 块 三 角形 的 木板 任意 放 在 AABC 的 地 位 ， 把 这 木 块 绕 O 施 
转 ， 转 的 方向 与 由 ) 转 到 K 的 方向 相同 旋转 的 角度 等 于 马 的 大 
小 ， 这 木板 便 由 人 ABC 的 位 置 转 到 信人,B1C 的 位 置 , 这 种 所 法 
叫 转动 。 用 R 记 这 转动 ， 用 符号 表示 便 得 下 式 ， 


“本 7 一 让 


RieAABCY = 人 A .BC, 
即 是 说 由 入 4BC 的 位 置 经 过 一 个 
转动 R， 转 到 A4,B,C, 的 位 置 
去 。 
和 上 节 同 样 地 ， 我 们 也 可 以 
得 到 一 个 定理 ， 
定理 对 于 任何 两 个 转动 RR 及 RR, 一 定 存在 一 个 转动 R;， 
使 得 ， 
RI+R=R,., {《 13 
即 是 说 ， 先 经 过 R 再 经 过 R1， 所 得 的 结果 等 于 只 经 过 R ,的 
结果 。 
如 果 p 和 K 重 合 ， 即 是 大 等 于 零 。 这 样 的 转动 癌 堆 转动， 用 
0 表示 , 其 实 就 是 不 动 。 先 经 进 转动 R 再 不 动 与 先 不 动 再 多 过 有 
所 得 的 结果 ， 都 是 等 于 只 经 过 R 的 结果 。 用 下 式 旨 示 ， 
+R=sR+0 =R., C2 
把 木板 由 人 人 A,B,C: 绕 0 转动 ， 方 向 与 由 k 到 hk 相同。 转 的 角 
等 于 启 ， 则 木板 又 转 园 到 和信 ABC 来 。 这 个 转动 荐 RR 的 反 转 动 ， 用 
-RR 记 它 。 得 到 下 式 ， 
一家) 十 有 =， C3) 
即 是 转 去 转 回 ， 等 于 不 转 。 
这 样 (x) 上 所有 的 转动 就 组 成 了 一 个 群 ， 亿 做 转动 群 。 


3 删 体 变 接 


在 平面 (x) 上 取 一 个 转动 RR 和 一 个 移动 TY。 把 一 块 三 争 形 锡 
木板 放 在 入 ABC 的 位 置 ， 先 经 过 RR 再 经 过 了 , 这 本 板 恒 由 八 A4B8C 
搬 到 另 一 个 位 置 人 4BiCia 这 种 搬 法 叫 刚 体 变换 ， 用 而 记 第 。 
用 符号 表示 这 侍 事 得 下 式 ， 


和 


MCAARBOY = A 人 人 ABC,. 《13》 
类 似 灸 上 两 节 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 定理 ， 
定理 ”对 于 两 个 半 及 村 ;,， 一 定 存 在 一 个 M,， 司 得 ， 
Mi 十 了 = 了 机， “ay 
如 轩 用 零 移动 和 零 转动 合 起 米 , 便 得 到 零 刚 笨 变 换 , 有 由 0 记 
它 。 实 味 就 是 不 动 。 我 们 也 可 以 得 到 下 式 ， 
0+M=M+0 =M, (3) 
对 于 性 一 个 必 ， 也 存在 另 一 个 刚体 变换 (一 My)， 合 得， 
Ct- MYy+M=0, 
《~ M) 叫 于 的 反 刚 钵 变换 。 
这 样 L(x》 上 记 有 的 刚体 变换 便 组 成 了 一 个 群 ， 叫 团体 变 
换 群 。 


4 图 形 的 不 变性 质 


假设 在 一 平面 x 上 ,把 一 块 三 角形 的 木板 经 过 一 个 刚 蛋 变 换 
M， 由 入 ABC 欧 位置 搬 到 入 ,B.C ,的 位 置 ， ,B,C 就 各 气 到 了 
各 1， B,, Co 这 样 变动 之 后 ， 有 许多 性 质 是 不 变 的 ;其 中 最 重 
要 的 是 丁点 的 距离 和 两 半 线 的 夹 角 ， 很 显然 地 ，(4B7,(BC)， 
{CA), LABC, LBCA,ACAB 各 等 于 (A1B1), (BC1),(C1&1)， 
AB Ci, ALBCA1, LC1A18,。 于 是 , 凡是 建立 在 距离 与 佣 
上 的 关系 ， 经 过 气动 之 后 仍 是 不 变 的 ， 这 些 关系 叫 几何 学 的 定 
理 。 了 以 上 所 述 欧 不 上 只 限 子 把 一 个 三 角形 的 位 置 秽 到 嚼 一 个 三 名 
形 ， 就 是 把 任何 一 个 图 形 F 搬 到 另外 一 个 图 形 F, 也 是 适用 的 。 

结论 ， 在 一 平面 (Xx) 上 的 刚体 变换 群 之 下 ,两 点 闻 的 距离 和 
两 半 线 的 交角 都 是 不 变 的 。 建 立 在 上 距离 与 交角 上 的 性 质 都 不 
变 。 

研究 这 些 不 变 的 性 质 的 几何 学 包括 次 民 、 罗 氏 和 黎 氏 三 种 

® 9 


几何 学 在 内 ， 由 此 我 们 又 可 以 由 这 种 观点 把 三 种 几 箱 学 统一 起 
来 。 


5 空间 的 刚体 变换 属 


以 上 的 讨论 都 只 限于 平面 上 ， 在 空间 的 刚体 变换 群 与 平面 
上 的 很 相似 ， 只 是 活动 的 范围 更 宽广 了 。 

在 空中 飞行 的 航 室 员 ， 他 可 以 有 三 种 移动 的 方法 ， 即 基 向 
上 或 下 ， 向 左 或 在， 向 前 或 后 ， 另 外 还 有 三 种 转动 的 方法 : 即 
是 倒 向 前 或 后 ， 倒 向 左 或 右 ， 及 回声 转 或 右 转 。 于 是 在 三 度 空 
闻 中 便 有 六 种 不 同 的 活动 法 。 

李 证 明了 下 面 的 一 个 有 趣 而 再 重要 的 定理 ， 

如 果 在 一 个 三 度 室 间 中 的 图 形 ， 可 以 有 上 面 六 种 不 同 的 活 
动 方向 ， 面 且 可 以 随处 医 动 ， 不 受 限 制 ， 这 个 三 度 空 间 必 有 定 是 
欧 氏 、 罗 氏 或 黎 氏 儿 和 何 学 星 的 室 间 。 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 初 等 几何 学 《或 刚体 变换 群 下 的 几何 
学 ) 只 有 了 欧 民 、 罗 氏 、 和 芝 氏 三 种 ， 不 可 能 再 扩充 了 。 


HI 仿 射 变换 群 


平面 的 刚体 变换 又 辐 以 从 下 面 的 观 操 来 看 。 

假设 把 项 张 平面 (xX,) 和 和 tx) 重合 起 来 ， 在 (xX1)} 上 面 一 个 图 
形 F1， 尾 取 不 在 CT1) 及 (T;) 上 的 一 感 P!， 由 P1 放 出 光线 把 (x .) 
上 的 Fi 里 到 (C(x:) 上 ,得 到 一 个 图 形 F,。 义 民 联 (z，) 和 (x;) 重 合 ， 
取 不 在 tT2) 及 CT,) 上 的 一 感 P:， 由 Dy 放 出 光线 把 (zx;》 上 的 F; 映 
到 (x，) 上 ， 得 到 一 个 图 形 F…， 邵 此 下 去 ， 在 tx, 上 得 到 一 个 
图 形 F,。 把 C(x.) 和 C7) 人 分开， 又 随 随 便便 地 重合 起 来 ，F， 和 FF， 
不 一 定 再 重合 了 ， 由 F, 搬 到 钙 便 是 平面 上 上 的 刚体 变换 。 这 里 最 
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重要 的 一 点 是 下 ,和 F, 可 以 琶 合 中 ， 酸 合 便 是 刚体 变换 的 中 心 环 
市 。 

假设 在 上 面 的 讨论 中 ，(x1) 和 (rs) 内 是 平行 而 不 一 定 重 
合 ，Cxs) 和 LX) 只 是 平行 而 不 一 定 重合 …。 由 Cx;) 上 的 Fi 得 
到 (rs 上 的 Fi。 把 C(x,) 和 (x,) 稍 随便 醒 地 重合 起 来 ，F; 和 FF: 不 
一 定 倒 合 ， 也 不 一 定 可 以 项 合 。 由 F, 变 到 F. 叫 愉 念 射 变换 。FF， 
和 RE 的 共同 性 质 便 是 仿 射 变换 BR 图形 不 变 的 性 质 。 优 射 变换 也 组 
成 一 个 群 ， 叫 优 射 变换 群 。 团 体 变 换 群 只 是 伪 射 变换 群 的 一 部 
分 。 

研究 在 优 射 变换 群 F 图 形 不 变 的 性 质 静 几何 学 ， 亿 向 伪 射 
九 何 学 。 仿 射 几何 学 中 的 版 、 直 线 、 平 行 线 ， 在 一 直线 的 四 点 
竟 诡 比 和 过 一 点 的 四 直线 的 交 比 等 等 都 是 不 变 的 。 特 别 是 平行 
线 经 过 了 做 庄 变 换 之 后 ， 仍 是 平行 线 ， 但 两 点 间 的 上 蝶 离 和 两 半 
线 间 的 交角 都 变 了 。 


IV 射影 变换 群 


假设 上 节 中 的 (x,》 和 (xs) 不 一 定 平行 ， 也 不 一 定 重合 ， 
CTs) 和 和 (xs) 不 一 定 平 行 ， 也 不 一 定 重 合 …。 由 tx1》 上 的 了 ,得 
到 Tn) 上 的 P，。 将 (Xx1) 和 (x,) 荫 随便 便 地 重合 起 来 ,FP ,和 FF 不 一 
定 音 合 ， 世 不 一 定 可 以 登 合 。 由 PP; 变 到 局 电 航 射 影 变换 。FE: 利 
的 共同 性 质 便 是 射影 变换 下 图 形 不 变 的 性 质 。 射 影 变 挽 也 组 
成 一 个 群 ， 岂 射影 变换 群 。 刚 性 变 换 群 和 念 射 变换 群 都 是 射影 
变换 群 的 一 部 分 。 

研究 在 射影 变换 群 下 图 形 的 不 变 的 狂 质 , 叫 敌 射影 几何 学 。 


注解 ， 中 让 和 Fr 可 以 村 合 但 玉 一 定 一 合 。 正 划 我 可 以 来 ， 但 下 一定 素 一 样 
地 有 区 别 。 


让 果 和 


射影 几 人 条 学 中 的 点 、 直 线 ， 在 一 直线 上 的 四 点 的 交 比 和 过 一 点 
的 四 直线 的 变 比 等 等 都 是 不 变 的 。 

在 上 节 和 本 节 所 讲 到 的 ， 都 只 是 平面 上 的 几何 学 ， 至 于 三 
度 和 三 度 以 上 的 空间 蜂 的 几何 学 ， 在 纸 上 不 能 画 出 ， 得 靠 代数 
的 方法 去 定义 和 证 明 ， 故 省 隘 了 。 

上 述 各 种 几何 学 ， 册 于 所 用 的 工具 的 不 同 而 有 分 别 。 例 如， 
不 用 微 积分 的 算是 初等 几何 学 ， 用 微 积分 算 的 ， 再 加 上 微分 或 
积分 等 名 字 # 所 以 有 初等 几何 学 、 微 分 几何 学 、 初 等 射影 几何 
和 学、 射影 微分 几 笨 学 等 等 不 同 的 名 称 。 


VY 变换 和 群 


上 面 说 了 很 多 种 变换 群 ， 现 在 总 结 起 来 下 一 个 定义 ， 假设 
有 许多 变换 T ToTs，…。 用 $ 记 它们 的 人 全体。 规定 T +T 表 示 
先 径 过 T 和 青色 过 了 所 得 的 结果 ， 其 余 类 推 。 

假设 $ 适 合 下 王 三 个 条 件 ， 

第 一 ， 任 取 $ 中 的 两 个 变换 T ,及 T,(T ,及 T, 可 以 相同 ,可 以 
不 同 》， 在 $ 中 一 定 找到 一 个 变换 工 *， 使 得 ， 

Tj+T,=T,, 
即 是 说 ， 和 圣经 过 工 :再 经 过 了 工 :的 结果 ， 等 于 只 经 过 了 :的 结果 。 

第 二 ，S 中 有 一 个 零 变换 0 , 使 得 S$ 中 任 一 个 变换 了 都 适合 ， 

T+0=0+T=T, 
即 是 先 经 过 0， 后 经 过 T， 与 先 经 过 T, 后 经 过 0 所 得 的 结果 ， 纹 
于 只 经 过 T 的 结果 。 一 般 地 说 ，0 即 是 不 动 ， 

第 三 ， 对 于 S 中 任何 一 个 变换 T, 在 $ 中 必定 找 得 到 一 个 T7 ， 
使 得 ， 

Ti*+T=0, 


. 电 


即 是 先 经 过 T， 后 经 过 T“， 等 于 不 动 ， 即 是 搬 去 又 搬 回 原 地 。 
玉 吗 T 的 反 变换 ， 一 般 用 5 一 T) 记 了 的 反 变换 ， 部 是 ， 
一 了 十 本 个 。 

适合 上 上 上面 三 个 条 件 的 S， 便 叫 一 个 变换 群 。 除 掉 刚 体 变换 
锥 、 仿 射 变换 锥 、 射 影 变换 群 之 外 ， 尚 有 很 多 种 变换 群 。 在 答 
种 变换 群 下 ， 便 得 到 各 种 不 同 的 几何 学 。 例 如 用 复 变 数 泗 数 定 
义 的 保 角 变换 。 在 这 种 变换 和 铬 下 ， 角 是 不 变 的 ， 距 离 是 变 了 ， 
这 种 见 何 学 叫 保 角 郊 何 学 ， 在 本 书 中 不 能 讲 到 。 这 种 保 角 变换 ， 
对 于 飞机 设计 师 是 一 种 常用 的 数学 工具 。 在 设计 机 事前 曾 的 曲 
线 时 ， 便 用 到 它 。 读 者 或 许 想 知 道别 的 变换 群 下 的 几何 学 ， 下 
章 中 我 楼 介绍 另外 一 种 性 质 与 上 述 各 种 几何 学 相差 很 大 的 几何 
学 。 
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第 九 章 ”拓扑 学 (连续 几何 学 ) 


1 拓扑 学 简 述 


拓扑 学 是 音译 的 ， 意 译 巾 应 该 是 “一 对 一 的 连续 变换 群 下 
的 几何 学 ” ,这样 译 出 ， 一 方面 太 长 ， 另 一 方面 也 不 一 是 会 使 读 
者 了 解 。 

19 世 纪 末 期 ， 法 国 数 学 家 庞 卡 莱 在 研究 天 体力 学 及 其 他 的 
物理 技术 和 数学 分 桥 的 问题 中 ， 发 现 一 类 不 能 用 从 前 的 数学 方 
法 来 处 理 的 新 问题 。 这 些 问题 天体 上 属于 事物 的 定性 的 研究 ， 
它 为 复杂 的 计算 提供 了 若干 概括 的 性 质 上 的 论断 .20 世 纪 以 来 ， 
得 到 很 大 的 发 展 。 拓 扑 方法 在 若干 工程 技术 例如 无 线 电 技术 中 
得 到 许多 应 用 。 


I 一 维 拓 扑 学 


恤 疫 在 纸 上 画 一 条 于 西 方向 的 直线 ! (图 807， 在 ! 上 人 尾 取 数 
点 卫 :， P.,, P,… 用 E 记 这 些 点 的 全 栖 。 E 冉 一 个 点 集 ,P; 册 属于 
FE 的 乓 。 


假想 这 条 直线 是 一 条 橡皮 带子 ， 把 这 带子 向 东西 两 方 用 力 
一 拉 ， 但 是 不 要 拉 断 ， 这 样 拉 动 之 后 , I! 拉 成 男 外 一 条 直线 1 。 
P,, P,… 等 局 的 新 位 置 各 为 ! 上 的 Pi， P:… 等 后 ， 用 E' 记 这 些 
新 点 Pi1，Pi,，… 的 全 体 。 经 过 拉动 之 后 ,P, 与 了 ; 的 上 距 离 不 一 定 
和 和 P' 与 P; 的 距离 相等 , 即 是 说 距离 变 了 。 有 什么 不 变 电 ? 下 面 
一 一 分 述 ， 

1 假设 E 中 有 P 避 (是 一 个 严整 数 )， 那 各 已 中 也 只 得 # 
点 。 这 是 再 简单 也 没有 的 了 了 ， 即 是 点 数 是 不 变 的 。 

2) 假设 8B 中 具有 三 成 P1，Ps，Ps，, 击 且 P ;在 P, 和 Ps 之 闻 ， 
那么 BE: 也 只 有 三 点 Pi ，P:，Ps， 而 且 P* 也 在 PP 和 Pi 之 间 ， 更 
一 般 地 说 ， 次 序 是 不 变 的 。 

士 面 两 例 很 简单 ， 现 在 举 一 个 较 繁 的 例子 ， 

3) 假设 取 一 根 一 尺 长 的 橡皮 带子 ， 以 P, 和 P，, 记 它 的 两 端 
《图 817， 以 P: 记 PP 的 中 点 ， 以 Ps 记 PoP* 的 中 点 。 这 样 继 续 
下 雪 ， 以 P, 记 PP,- ,的 中 感 ， 以 EB 记 这 无 穷 多 的 点 Po si Psy 
的 全 体 ， 我 们 可 以 看 到 ， 离 P ,四 分 之 一 尽 以 内 , 除 P ,本 身 外 ， 
没有 属于 E 的 点 ; 或 者 忽略 一 些 说 ， 我 们 找到 了 一 个 太 于 淮 的 
距离 (四 分 之 一 尺 自然 大 于 堆 )， 使 得 离 P ,不 超出 此 距离 的 地 
方 里 ， 除 P ,本 上 身 外 ， 没 有 属于 E 的 点。 适合 这 条 性 的 点 吗 点 集 
E 里 的 孤立 点 。 同 样 我 们 也 可 以 说 P, 是 E 的 孤立 点 , 因为 我 们 可 
以 找 得 到 一 个 大 于 零 的 距离 〈 属 如 说 八 分 之 一 尺 )， 使 得 离 P， 
不 超出 此 距离 的 地 方 里 ， 除 P, 本 身 外 ， 没 有 沁 于 E 的 点 ， 所 以 
实际 上 Pi,，P:，… 等 点 都 是 B 里 的 放 立 点 ， 只 有 Pu 是 例外 。 离 
Pi 的 任何 大 于 零 的 限 离 的 地 方 里 , 除 Pu 本 身 外 都 有 赂 子 忆 的 点 ， 
因此 Fo 不 是 下 里 前 狐 妆 后， 用 几何 学 的 话 米 说 , 了 ,是 点 集 E 的 极 
限 后 。 

现在 把 榜 皮 带 PeP ,向 东西 两 方 拉 并 ,但 不 要 拉 汤 。Po， 
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Pl, Ps, … 等 点 的 新 位 置 为 Po，P:i， P:… 等 点 ， 用 BB’ 记 这 些 
新 点 Pe，P:… 等 的 全 体 ， 不 管 Ps，P: 是 三 尺 五 尽 ，P， 忆 2 
等 点 仍然 是 刀 的 孤立 虎 ， 而 Bo 仍然 是 E' 的 极限 点 , 因此 我 们 得 
到 一 个 重要 的 结论 ， 


图 81 
一 氮 集 的 极限 点 在 被 推动 后 ， 仍 然 是 不 变 的 。 
极限 后 这 观念 是 拓 盾 学 及 分 析 学 的 第 积分 等 的 景 中 心 的 概 


ji 他 


I 二 维 拓 盾 学 


在 一 张 平面 (x) 上 取 数 点 P，， P;, 下 以 8B 记 这 些 扩 的 全 体 。 
假设 这 平面 是 橡 度 做 的 ， 把 它 沿 水平 的 方向 拉 开 ， 但 是 不 要 拉 
破 ，P:，P:… 等 点 便 跑 到 P,，P:… 等 点 去 ， 用 五 记 这 些 新 点 
P,，P:… 的 全 体 。 我 们 要 问号 和 B 有 什么 地 方 相同 ， 或 者 说 经 
过 拉动 后 有 些 慎 么 不 变 。 


1 约 当 斯 出 


假 没 E 是 tr) 上 的 一 个 圆周 上 的 点 的 全 体 ( 图 82), 把 Cx) 上 
的 点 分 成 三 种 ， 一 种 在 8 内， 一 种 在 E 上 ， 一 种 在 E 外 ， 既 过 推 
动 后 ，(7) 拉 成 (x')，E 近 成 tT7') 上 的 一 条 有 曲线 E7 (图 83)。E* 
也 把 x' 上 移 点 分 为 三 种 ， 一 种 在 E/ 内 ， 一 种 在 E*' 上 ,一 种 在 E’ 
外 。 而 且 在 BE 内 、 上 上 ， 外 药 点 ， 经 挤 动 后 ， 仍 然 依 次 是 在 BE 内， 


» 省 可 省 和 


土 、 外 的 点 。 瑟 内 的 点 达成 一 片 ， 了 内 的 点 地 连 成 一 片 。 内 ”、 
“外 "、" 连 威 一 片 ? 这 此 关系 都 是 不 变 的 。 王 "一 类 的 曲线 叫做 平 
面 上 的 约 当 曲 线 ， 是 用 法 国 数 学 家 约 当 来 命名 的 ， 因 为 他 在 这 
方面 作 了 深入 的 研究 。 
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图 82 区 83 

上 面 的 这 些 例 子 ， 似 乎 把 拓扑 学 和 直观 (特别 是 直觉) 连 
在 一 起 ， 没 有 人 征 么 奇怪 的 地 方 。 现 在 我 要 举 一 个 例子 请 读者 去 
海 验 你 们 自己 的 直观 能 力 了 。 

假设 要 把 一 个 国家 分 为 三 省 ， 省 界 
的 划分 要 适合 下 面 的 两 个 条 件 ， 

第 一 ， 每 一 省 本 身 是 连 成 一 片 的 。 

第 二 ， 在 省 界线 上 的 点 ， 每 点 都 是 
三 省 的 变 界 点 。 图 84 

第 二 个 条 忻 在 直觉 下 似乎 是 不 可 能 的 。 一 般 入 的 心目 中 都 
想 着 三 省 只 交 于 一 点 (图 84J， 每 两 省 有 一 条 共同 的 边界 ， 这 边 
界 上 的 每 一 点 ， 不 可 能 同时 是 三 省 的 交界 点 。 这 里 必须 告诉 读 
者 ,此 满足 条 忻 一 和 二 芍 分 法 是 可 能 的 ,可 以 经 过 西 妙 的 方法 来 
把 这 个 国家 分 为 这 样 的 三 省 。 


2 四 色 定 理 
根 设 把 一 个 国家 分 为 许多 省 ， 省 数 不 拘 ， 内 要 不 是 无 穷 多 
* I02% 


恒 行 了 。 每 一 省 和 的 土地 必须 连 成 一 片 ， 又 假定 三 省 或 三 以 上 的 
省 交界 的 点 不 是 无 穷 多 ， 平 常 我 们 所 男 的 地 图 都 行 。 涯 分 好 之 
后 再 加 上 颜色 ， 加 色 有 限制 ,就 是 任何 粗 轨 的 省 不 能 着 同一 芭 ， 
以 免 着 不 清 省 界 。 早 已 有 人 证 明 过 ， 用 泪 种 颜色 便 足 够 画 这 地 
加 ， 不 管 省 界 如 司 划 分 都 可 以 。 车 给 小 纺 子 们 王 种 不 同 颜 色 的 
千 笔 和 一 张 任 何 国 察 的 地 图 ， 让 他 们 去 加 上 颜色 ， 并 规定 他 们 
在 作画 时 ， 和 任何 邻 省 都 不 用 同一 色 ， 这 是 一 个 很 有 趣 的 游戏 。 

但 是 这 样 的 地 图 只 用 三 种 颜色 是 否 可 以 通 呢 ?不 一 定 可 以 。 
如 下 洋 中 (图 857 的 四 个 党 ， 每 两 省 都 是 分 党， 所 以 必须 用 四 色 
才能 夯 。 

我 们 便 得 到 下 而 的 一 个 结论 ， 

尾 何 地 图 兵 用 五 种 不 同 的 颜色 
一 定 可 以 画 成 ， 只 用 三 种 不 同 的 颜 
色 不 一 定 可 以 画 成 。 

现在 问题 出 来 了 ， 任何 一 张 地 
图 只 用 四 种 不 同 的 颜色 是 否 一 定 画 
得 出 来 ? 或 是 有 些 地 图 只 用 四 种 不 
同 的 颜色 画 不 出 来 ? 图 85 

这 个 问题 ， 最 初 制图 工人 在 实践 中 发 现 用 四 个 颜色 便 可 以 
了 ， 因 些 叫 做 四 色 问 题 。 经 过 一 百 多 年 现在 已 由 人 的 推理 与 快 
速 计算 机 相 结 合 而 得 到 证 明 ， 故 现在 又 称 四 色 定 理 。 机 器 用 于 
数学 证 明 的 这 一 胜利 在 数学 发 展 中 必 将 产生 极其 深远 的 影响 。 

与 四 色 癌 题 有 关 的 是 二 色 问 题 和 三 色 问 题 。 

先 谈 二 色 问 题 ， 假 设 只 用 两 个 不同 的 颜色 ， 可 以 丙 些 什 委 
图 呢 ? 其 简单 的 是 一 些 同 心 圆 形 的 分 省 法 (图 86)， 其 次 是 一 种 
个 图 形 ， 即 是 每 一 个 间 界 点 都 是 偶数 的 省 份 的 交界 点 。 例 如 
《图 87) 有 九 省 ， 有 三 个 交界 虑 4、 也 及 C 在 4 点 有 六 省 相 会 ， 
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图 86 图 87 

在 BB 点 及 C 点 各 有 四 省 衫 会 ， 总 之 在 每 个 交界 点 痢 是 偶数 的 省 
份 相 会 ， 将 图 中 的 1，3，5，7，9 各 省 着 黑色 ，2，4，6,， 8 各 
省 着 白色 ， 只 用 二 和 公 就 画 成 了 。 

用 三 种 不 局 的 颜色 又 可 以 画 些 
什么 图 呢 ? 目 然 ， 儿 是 两 种 不 同 的 pa 
启 色 可 以 于 的 图 ， 用 三 种 不 同 的 颜 
色 都 可 以 画 出 。 另 外 还 有 一 个 叫 个 QO 
边 图 形 ， 即 是 每 一 省 和 偶数 的 不 辐 
的 省 份 相 邻 接 , 例 如 (图 88) 有 八 省 ， 网 88 
第 一 省 和 第 八 省 各 与 其 他 六 省 接 界 。 第 二 , 三、 四、 五 、 六 ,七 
省 各 与 四 省 接 界 ， 这 就 是 一 个 惕 边 图 形 。 现 在 把 第 一 和 第 八 省 
着 红色 ， 第 二 、 四 、 六 省 着 白色 ， 第 三 。 五 、 七 省 着 早 色 ， 用 
红 、 上 自 、 黑 三 色 便 可 以 画 成 这 图 了 。 

在 别 的 二 维 曲 面 上 ， 则 有 不 同 数目 的 着 色 问 题 ， 例 如 浆 面 
上 为 七 色 ， 因 此 ， 我 们 要 转 到 其 他 类 型 的 二 维 有 曲面 上 去 。 


IY 二 维 曲面 的 拓扑 学 


取 一 个 橡皮 球面 S 《图 89)。 把 它 用 力 一 拉 ， 但 不 要 拉 破 ， 
: TOF = 


可 以 拉 成 一 个 鸡蛋 形 ， 但 是 无 论 如 何 拉 不 成 一 个 救生 圈 (或 称 
环 面 )。 反 之 救生 圈 不 要 拉 琶 也 拉 不 成 一 个 球面 。 在 球面 上 穿 一 
个 小 润 ， 这 橡皮 球面 便 可 以 拉 成 一 张 平面 ;在 救生 图 上 穿 一 个 
小 油 ， 这 橡皮 做 的 救生 圈 面 还 是 拉 不 成 一 张 平面 ， 即 是 说 经 过 
拉动 后 球面 和 救生 圈 面 还 是 不 同 的 。 但 球面 和 鸡蛋 面 可 以 互 帮 
变化 。 问 题 是 在 画 球面 和 鸡蛋 面 的 相同 之 点 ， 及 救生 图 面 的 不 
同 之 后 等 关系 。 
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1 三 角形 分 融 


试 把 一 个 曲面 分 完成 一 些 三 角形 ， 这 叫做 三 角形 分 割 。 例 
如 在 一 个 球面 上 取 不 同 的 四 点 4，B，C，D (图 90)， 连 六 曲线 
AB,，AC，BC，AD，BD，CD， 把 球面 分 成 四 个 三 角形 ABC, 
ABD，ACD，BCD。 反 之 ， 如 果 我 们 知道 四 个 三 角形 ABC， 
六 BD，ACD，BCD， 把 它 先 会 成 一 个 金字 塔 祥 的 三 角 锥 形 (图 
91)， 设 想 这 个 锥 面 是 橡 度 做 的 ， 把 气 打 足 ， 便 得 到 图 90 的 球 


形 。 | 
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假设 有 十 入 个 橡皮 笋 的 三 角形 (图 92)， 

ABD, BDF, FBC, CFH, CHA, 

AHD, DFE, EFG, GFH, HG], 

IHD, DIE, AEG, AGB, BGI, 

BIC, CIE, CEA 
这 十 八 个 三 角形 合 起 来 便 得 到 一 个 教 生 图 。 我 先 已 读 者 排 成 图 
32 的 样子 ， 其 次 你 得 把 两 边 ABCA 及 4BCA 合 起 来 得 到 一 个 圆 
简 ， 再 把 圆 简 的 两 端 45DA4 及 4ED4 人 台 起 来 ， 合 得 一 个 救生 图 。 
友之 ;我 们 也 可 以 把 一 个 救生 阅 撩 
成 十 八 个 三 角形 。 

一 般 的 说 ， 任 何 一 个 曲面 都 可 
以 期 成 有 限 个 三 角形 ABC， BCD， 
"， 和 使 得 任何 一 个 三 角形 的 三 预 点 
是 不 同 的 三 点 ， 任 何 丙 个 三 角形 没 
有 相同 的 三 顶点 。 图 92 


2 欧 拉 一 一 庞 卡 莱 数 


把 一 个 球面 任意 地 分 割 成 三 角形 图 样 。 恨 设 有 nu 个 不 同 的 
顶点 ,nt 条 不 同 的 边 ,n; 个 不 问 的 三 角形 。 用 XX 记 (m0 +n 一 Hi 
我 们 得 到 一 个 重要 的 定理 ， 

定理 ”不管 姓 何 分 割 一 球面 ， 王 总 等 于 2。 

例如 ， 把 一 个 球面 分 成 四 个 不 同 的 三 角形 ABC，ABD， 
ACD，BCD( 图 90)， 有 六 条 不 间 的 边 AB,，BC，CD，AC, AD,， 
BD, 有 四 个 不 同 的 项 点 44， B,C, D, 所 惧 n0 =4, ,=6, 
机 二 半 。 就 区 等 于 2。 

又 例如 ,把 球面 分 成 六 个 不 间 的 三 角形 ABC,，ABD，ACD， 
ELD，EBD，EBC( 图 93), 有 九条 不 同 的 边 AB，AC，AD，BC， 
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BDp，CD，EB，EC，ED。 有 五 个 不 同 的 贷 点 4, B, C, DD, 琅 ， 
所 以 xz =5，n! =9,，n，=6。 芯 全 热 等 
于 2。 随 你 起 必 分 波 , 关 总 是 2。 

这 里 情 得 特别 注意 的 是 ， 当 你 把 橡 
皮 拉 长 或 压缩 时 ， 只 要 不 弄 破 ,那么 no， 
nt,，R; 莉 是 不 变 的 数 ， 所 以 XX 也 是 不 变 
的 数 。 

现在 看 一 看 救生 澳 面 , 若 把 它 任 意 地 分 割 成 三 角形 的 样子 ， 
也 用 am，#:，nsz 分 别 记 不 同 的 顶点 、 边 、 面 的 数 上 月 。 屿 然 用 发 
记 C+is 一 KW)， 我 们 也 得 到 一 个 定理 ， 

定理 不管 如 何 分 割 一 个 救生 圈 丁 ，* 总 等 于 零 。 

枫 如 图 92 中 有 十 八 个 不 向 的 三 角形 ， 九 个 不 同 的 点 ， 以 及 
二 十 七 条 不 同 的 边 ， 所 以 no =9， Hi =27，F2 =]18， 么 恒 等于 
零 。 别 的 例子 让 读者 目 己 去 想 去 。 

我 们 可 以 看 出 球面 的 X 等 于 2， 救 生 图 的 XX 等 于 汾 。 而 且 当 
曲面 被 拉 长 或 正 缩 时 ， 只 要 不 被 拉 破 ， 有 XX 仍然 是 不 变 的 ,XX 则 第 
下 拉 一 一 斋 卡 莱 数 ， 爽 拉 及 席 卡 莱 是 最 先 研究 这 种 性 质 的 两 个 
数学 罕 。 

殉 拉 一 一 谋 卡 莱 数 不 上 只 限 于 三 而 形 分 寡 ， 和 性 何 的 分 荐 法 都 
可 以 ， 只 要 适合 下 面 的 两 个 条 性 ， 

第 一 ， 沿 任何 一 个 面 的 边界 线 割 下 这 个 面 来 ， 都 可 以 拉平 
成 一 个 图片 。 

第 二 ， 尾 何 一 各 边 权 有 端点 ,端点 重合 不 重合 都 没有 关系 。 

仍然 用 jio，、fi,，R;， 分 别 地 记 点 ( 即 边 的 端点 )。 边 及 面 的 
数目 ,用 刁 记 (na + 一 HR,)。 这 样 得 到 区 XX 和 用 三 角形 分 着 得 到 
和 的 是 相同 的 。 下 面 举 玫 个 酌 ， 

例 一 ”把 球面 用 两 平行 的 平面 切 或 三 部 分 %，PB TC 图 94)。 


= Ors 


及 Y 都 可 以 拉 成 一 张 图 片 ，8 却 只 能 拉 成 一 个 圆圈 形 (图 95? ,所 
以 有 不 适合 上 面 的 条 件 一 ， 园 时 8 的 边 也 设 有 端点 ， 又 不 适合 条 
忻 二 。 现 在 在 ?的 边 上 取 一 点 PD， 在 4 的 边 上 取 一 点 B， 取 DE 线 
把 8 铸 开 ; 这 样 ， 上 面 移 两 个 条 件 都 适合 了 , 面 得 到 两 个 点 了 P， 
FE 二 条 边 DE 和 Y 及 & 的 边 DD 及 EE; 三 个 画 W BY} 所 以 
Ho 二 2 ,二 3， 二 3， 玖 习 等 于 2。 


< > 
CD 


图 94 图 95 

例 二 ”在 一 个 球面 上 了 到 两 虚 4，HBK 王 967。 连 4B， 沿 4B 将 
这 球面 制 开 ， 便 可 拉 成 一 个 图 形 (图 97?， 所 以 这 种 分 割 也 适合 
了 革 面 的 两 个 条 件 。 现 在 数 一 数 看 ， 这 里 只 有 一 个 面 ， 有 两 个 
端点 4， 了 及 一 条 边 4B， 所 慑 He = 2，Pi = 1， ms = 1。 于 是 X 仍 
然 等 于 2。 

妨 果 我 们 用 4 代表 4 号 边 ， 用 a :代表 3 4 ,图 的 边界 便 可 
以 用 ao 表示。 友之， 有 了 ao :， 我 们 可 以 先 作 一 个 国 片 ， 轿 
半 上 上 取 丙 局 和 及 己 ， 以 as 记 4 互 ， 那 么 这 山形 便 成 了 aa":， 把 
在 昌 和 胡 BB 次 合 起 来 ， 又 得 了 图 96 中 的 球形 。 
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二 三 ”到 一 个 长 方形 的 纸 片 ( 图 987， 四 和 角 用 有 记 之 ， 两 对 
对 过 各 用 上 及 8 记 之 ， 图 中 的 箭头 表示 过 的 方向 ， 这 长 方形 的 岗 
转 可 以 用 apa :6 !: 记 之 : 即 是 说 沿 这 长 方形 的 所 转 走 一 周 时 ， 
先 顺 着 < 边 走 ， 再 顺产 pz 过 走 ， 再 道 着 过 走 ， 再 道 着 8 过 走 ， 便 
走 完 一 局 。 现 在 把 6 过 和 和 b 边 合 起 来 ， 正 方向 与 正方 向 合 起 米 ， 
便 得 到 一 个 贺 入 ‘会 看 图 92)， 再 把 这 贺 简 的 两 端 ( 即 4) 合 起 来 ， 
4 的 正方 向 与 4 的 正方 向 合 起 来 ,这 样 便 得 到 一 个 束 生 图 (图 39)。 
在 图 中 有 一 个 点 入 ， 两 条 边 ge，p 及 一 个 面 ， 所 以 ho = 1,n1 =2， 
n, = 1， 于 是 互 = 0。 

结论 ， 有 了 spa 2p- 人 恒 可 以 画 成 图 
98 的 样 于 ， 再 合成 图 99 的 样子 。 有 了 一 
个 救生 图， 在 它 上 尾 取 一 点 丰 ， 再 划 两 
条 分 总 如 图 99, 俩 得 到 图 98 的 样 于 ,于 是 
得 到 aba 1:15-1， 所 以 a8a718"1 可 以 代表 
一 个 束 生 图 。 图 99 

例 四 ” 取 一 个 八角 形 纸 片 ( 图 100)， 故 个 角 点 都 是 A. 八 边 
想 次 性 g，bi，a 1，p as ps，qo pi。 邑 是 消 
这 纸 片 走 - ' 周 时 ， 先 是 顺 s: 走 ， 再 顺 ;, 走 ， 再 首 e, 走 ， 再 道 P 
走 ， 再 顺 s* 走 ， 再 顺 b* 走 ， 吾 道 a: 走 ， 再 道 p: 走 , 便 走 完 一 图 。 
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图 100 中 的 箭头 袁 示 各 边 揭 方 向 .现在 把 所有 的 八 个 各 点 合 在 一 
起 ，5; 和 4, 合 起 ， 正 方向 和 正方 向 合 起 来 ， 邵 例 三 一 样 ，4b ,和 
bs, 合 起 ，…， 全 部 合 完 便 得 双 一 个 有 旧 面 (图 101)。 这 曲面 比 救 生 
图 多 一 个 涧 。 图 100 中 有 一 点 起 ， 四 条 边 41,，81; ,a，， b;, 及 一 个 
面 。 所 以 Hu =1，n! =4，hs = 1， 于 是 X 等 于 一 2。 

把 曲面 随便 如 何 分 法 ， 记 得 的 X 总 是 一 2。 


3 单 面 此 面 


盆 设 一 个 蚂蚁 在 一 个 球 和 的 表面 上 让 ， 它 永远 息 不 到 球 的 里 
面 ， 即 是 说 这 球 有 两 面 ， 叫 双 面 曲面 。 

现在 取 一 个 长 方形 的 继 条 AMB，AMB( 图 102)， 把 AMB8 和 
AMB 合 起 来 成 图 103 的 样子 ， 这 个 曲面 叮 摩 比 带子 。 假设 一 个 
凤 昨 由 以 点 颗 着 一 条 路 线 MM 上 向 行 ， 当 它 息 回放 点 时 , 它 已 经 
在 蔡 发 点 的 背面 ; 即 是 说 本 来 它 斌 为 是 向 上 的 方向 ,现在 它 发 觉 
是 向 下 的 方向 了 ， 换 名 话说 ， 这 种 曲面 的 " 玫 光 里 ?无 从 分 别 ， 
只 有 一 面 , 故 各 为 单 面 册 面 .这 种 单 面 曲面 有 很 多 有 趣 的 性 质 。 
假设 你 用 前 刀 沿 MHM 葛 一 周 , 你 良 为 把 它 章 为 两 条 带子 了 ， 其 实 
仍然 是 一 条 。 


图 102 


图 104 
了 了 站 


磨 比 带子 的 边 被 A，B 分 成 两 段 ， 现 在 把 B 当 作 妃 点 ， 这 
两 眉 丰 8B8 合 起 来 ， 便 得 到 一 个 曲面 ， 叫 做 克 莱 因 痊 (图 104); 它 
也 是 间 面 曲面 ， 没 有 表 里 ， 在 三 次 空间 如 看 作 出 ， 必 须 沧 过 它 
本 身 ， 图 102 中 有 两 个 点 4《 即 是 日 }， 对 ， 四 条 边 4M，MB， 
AB，MM， 两 个 面 ， 所 以 no =2，#r= 4，fa = 2 于 是 克 莱 因 搬 
的 区 便 等 于 0。 

克 莱 因 湛 又 可 以 用 另 一 个 方法 作出 , 取 一 张 长 方形 的 纸 片 ， 
其 下边 为 sl，G:，95，4， 四 项 点 为 4( 图 105)。 把 四 顶点 4 重 
合 ， 把 4 :和 :重合 ， 其 正方 向 重合 ， 把 9; 和 04, 重合 ， 其 正方 河 
重合 ， 便 得 到 图 104 的 山 面 。 

另外 我 们 还 谈 到 一 种 有 名 的 单 硬 则 面 ， 取 一 个 球面 ， 球 面 
上 和 任何 一 直径 的 两 端点 都 只 当 作 一 点 ! 或 者 说 使 任何 一 直径 的 
两 端点 都 重合 起 来 。 这 样 得 到 的 一 个 曲面 叫 射影 平面 ， 单 式 的 
黎民 几何 学 便 是 在 这 种 贰 面 上 的 斤 何 学 ， 例 如 把 一 个 球面 用 互 
相 垂 直 的 三 张 平 面 切 开 ， 得 到 八 个 三 角形 ， 十 二 条 钱 、 六 个 感 
(图 1067。 
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园 105 图 108 
假设 把 每 一 直线 的 两 端点 看 作 一 点 ， 便 得 到 四 个 三 角形 ， 
六 条 线 、 三 个 上 后 (如 图 106 中 的 4，B，C75 所 以 射影 平面 的 X 等 
于 1。 射 影 平 面 艇 另 一 个 作法 是 到 一 张 图纸 片 ( 图 107?， 周 一 直 
径 的 两 端点 使 算 作 一 点 ， 或 者 在 男 周 上 任 取 一 坦 径 ， 其 两 端点 
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均 以 4 记 之 。 这 图 周 便 被 切 成 两 段 ， 用 aa 记 其 中 的 任 一 般 ， 这 
图 周 便 可 以 用 e 表示 起 来 ， 然 后 把 4 与 4 重合 ，4 与 6 重合 ， 
正方 向 重合 ， 便 得 到 射影 平面 。 4 
射影 平面 是 由 平面 的 射影 几何 学 而 上 得 
名 ， 因 平面 的 射影 几何 学 中 一 平面 的 尾 一 
直线 上 的 两 个 无 限 点 《外 两 个 贱 疝 相反 的 
无 跟 点 ,是 当 作 一 个 有 限 点 的 。 这 于 夯 妓 
是 上 面谈 到 的 曲面 。 图 107 


直 二 维 闭 曲面 

取 有 限 多 个 三 角形 ABC，ABD，,… 以 S 记 其 全 体 。 假设 3 适 
合 下 面 四 个 条 性 ， 

1》 每 一 个 三 角形 的 三 顶点 是 三 个 不 司 的 点 ， 即 是 不 会 有 
太 AB 之 业 出 现 。 

2) 5 中 每 两 个 三 角形 至 少 有 一 顶点 不 相同 。 妈 是 5 中 不 会 
有 蜀 个 ABC 出 现 。 

3》 每 一 边 在 S 中 出 现 丙 次， 也 只 出 现 两 次 。 例 如 AB 在 
入 ABC 及 ABD 中 共 出 现 了 商 次 ， 在 5S 中 便 不 会 再 有 人 和 八 ABE 之 类 
出 现 。AC 在 ABC 中 出 现 一 次 ， 在 S 中 一 定 还 有 一 个 AAACE 之 类 
合 AC 的 三 角形 出 现 ， 也 共 会 再 出 现 一 个 。 

4) 8 思 能 够 连 成 一 片 。 例 如 下 面 的 八 个 三 角形 ，A4BC， 
4 了 3D，4CD，BCD，EFG，EFH，FGH，EGH， 员 然 适 合 上 面 
的 三 个 条 忻 ， 但 是 不 能 连 成 一 片 ， 而 是 前 面 的 四 个 三 角形 连 成 
一 片 ， 后 面前 四 个 兰 角 形 连 成 一 片 ,但 商 片 之 间 没 有 相连 之 处 ， 
这 八 个 三 衣 形 便 不 能 连 在 一 起 。 

把 5S 中 的 三 角 背 的 边 AB，AC，-… 和 和 AB，AC.… 依 次 次 合 起 
案 ， 模 得 到 一 个 划 耐 叫 柳 二 维 闭 曲 面 。 前 面 提 到 过 的 救生 图 、 


者 了 可 溢 者 


球 、 射 影 平 面 等 等 都 是 二 维 禄 曲 商 。 

二 维 闭 曲面 可 以 分 为 三 大 类 ， 

第 一 类 是 球 商 ， 以 及 由 球面 任意 接 成 的 鸡蛋 面 ， 或 者 压 扁 
而 成 的 懋 子 面 。 这 一 类 的 者 示 方法 是 aa '( 人 参看 本 节 2 就 中 的 例 
二 ), 欧 拉 一 一 庞 卡 荣 数 是 2?。 

第 二 大 类 和 包括 第 一 大 类 以 外 的 所 有 的 双 面 的 二 维 闭 曲 面 ， 
其 作法 如 次 ， 

把 一 个 球面 开 两 个 圆润 ( 图 108) ,用 一 条 圆 管 把 这 两 个 洞 连 
起 来。 这 个 面 其 实 是 救生 贸 面 ， 它 的 表示 方 秽 是 sipliailozl 
(参看 本 节 2 款 中 的 例 三 >， 欧 拉 一 一 虎 卡 莱 数 是 0。 


图 108 图 i 她 

把 一 个 球面 开 四 个 辐 洞 ，《 图 109) ,每 两 个 圆润 用 一 条 圆 管 
连接 起 来 。 这 和 本 节 2 款 中 的 例 四 一 样 ， 它 的 表示 方法 是 a181 
471b7102b2e0z1b;'， 欧 拉 一 一 席 卡 莱 
数 是 -2。 
洞 ( 图 110) ,每 两 个 圆润 用 一 条 圆 管 连 
斤 起 来 ， 这 一 类 的 表示 方法 是 aipl 
ap 90abi971b71， 欧 拉 一 论 卡 莱 
数 是 2K1 一 BR)。 

第 三 大 类 包括 所 有 的 单 面 的 二 维 
冰晶 画 ， 又 机 网 分 为 下 面 各 种 加 110 


射影 平面 (参看 上 葡 ? 的 表示 方法 是 asiai， 欧 拉 一 一 谢 卡 莱 
数 是 1。 

克 菜 因 瓶 《参看 上 款 ) 的 表示 方法 是 oaiasas， 它 的 欧 拉 
一 - 庞 卡 莱 数 是 0 。 

一 般 地 说 ， 取 一 个 圆 片 ， 把 圆 属 分 为 2K 等 分 ， 各 分 局 都 记 
作 上 和， 各 线段 核 次 用 Ga ，9i，0s，98*，…，ae ax 记 之 。 把 各 
对 5 重 含 起 来 ， 正 方向 相 重 合 ， 所 有 的 上 4 点 重 会 起 来 ， 便 得 到 
一 个 封闭 曲 面 ， 用 G191，Gs，Q4Gx94 记 它 。 这 图 形 只 有 一 所 
各，FK 条 边 ， 一 个 面 ， 所 出 洗 的 欧 拉 一 一 庞 卡 革 数 等 于 2 kk。 这 
个 图 形 如 要 画 出 ， 必 须 穿 过 它 自 身 ,不 容易 看 法 ,所 以 省 隆 了 

总 结 ， 列 表 恕 次; 


定理 ”一 个 二 维 闭 币 面 的 欧 拉 一 一 庞 卡 莱 数 不 因 拉 长 或 压 
缩 这 华 面 而 有 变化 。 它 的 音 面 或 双 面 的 性 质 亦 不 因 拉 长 或 压缩 
这 曲 商 商 有 变化 。 两 个 二 维 闭 曾 $: 及 3: 如 有 相同 的 欧 拉 一 一 庞 
卡 莱 数 ， 又 同 为 单 而 曲面 或 双 面 上 虹 面 ， 则 5, 可 以 拉 成 或 压缩 
成 S:。 


Y 拓扑 学 与 微分 几何 学 的 联系 


在 第 六 章 中 我 们 看 到 ， 微 分 几何 学 是 利 几 微 分 工具 来 研究 
曲线 、 指 面 等 在 点 附近 的 登 曲 情 阅 的 。 本 章 上 一 节 ， 我 们 则 甘 


了 了 


到 拓扑 学 研究 了 曲面 的 全 局 联系 情况 ， 明 然 一 个 是 研究 局 部 性 
质 ， 一 个 是 研究 全 局 福 质 ， 但 是 全 局 是 由 局 部 所 积 成 ， 因 此 ， 
它们 应 当 存 在 某 种 本 质 的 联系 ， 果 然 如 此 ! 下 面 我 们 来 举 一 个 
最 著名 的 定理 。 

设 取 一 个 双 面 二 维 闭 曲面 $3， 则 $ 的 欧 拉 -一 旗 卡 蒸 数 为 
21 一 kh)， =0，1，2…，S 上 每 一 点 有 一 个 高 斯 曲率 x， 则 
关上 与 之 间 有 关系 ， 

27X= ||ras. 


这 个 关系 是 很 有 趣 的 ， 因 为 方程 的 右 方 是 由 无 数 的 小 块 上 

的 高 斯 曲率 Kk 积 分 起 来 所 合成 的 ,而 方程 右 方 的 X 则 是 全 局 性 岳 
的 一 个 孙 性 量 。 但 是 ， 我 们 也 可 以 作 一 定 的 理解 ， 原 来 素 的 让 
义 是 在 曲面 上 一 点 附近 取 一 小 面积 44& 并 作 它 在 单位 球 上 的 民 
表面 积 AA'，K= AA' /AA&A。 现 在， 将 KK 对 胆 面 积分 ， 也 就 是 作 
无限 项 之 和 

Sax)s™ ZA') 
这 就 得 到 单位 球 的 车 于 倍 的 面积 ， 亦 即 得 

[eas= rn, 


N 为 整数 或 罕 , 它 表 示 曲 面 $ 在 单位 球面 上 的 对 应 点 将 单位 妹 包 
囊 了 多 少 次 。2N = r。 当 8 为 球 ， 则 包括 一 次 5 为 环 面 ， 则 包 
圳 情形 正 负 抵 销 ， 得 到 零 次 * 8$ 为 有 # 个 管 联 在 于 上 ， 岗 包 囊 情 
形 为 (1 ~ 有 次 。 由 此 即 得 上 面 的 精美 的 公式 。 上 面 这 个 定理 末 
以 推广 到 高 维 空间 ， 但 是 已 经 没有 上 面 所 说 的 这 种 直观 性 。 


VI 三 维 拓扑 学 
研究 二 维 闭 曲 面 的 方法 ， 可 以 推广 去 研究 三 维 的 闭 曲 体 ， 
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三 角形 分 割 用 三 角 骏 代替 ， 一 个 三 维 的 六 曲 体 可 以 分 成 有 跟 多 
个 三 角 锥 ， 正 如 二 维 的 于 曲面 可 以 分 成 有 限 多 个 三 角形 一 样 。 
假设 分 成 hs 个 三 角 锥 ,1s 个 三 角形 分 界面 ,ni 条 边 和 no 个 顶点 ， 
我 们 仍然 以 X 玫 了 示 fo + 一 RR, 一 K9， 关 叫做 这 三 维 闭 有 曲 体 的 拘 
拉 一 一 庶 卡 菜 数 。 这 里 有 一 个 很 简单 的 定理 。 

定理 ”性 何 一 个 三 维 闭 曲 体 经 过 任何 兰 角 难 分 割 后 ， 其 欧 
拉 一 一 庞 卡 菜 数 都 是 零 。 

例如 取 五 个 三 角 锥 体 4BCD，BCDBE ,CDEA ,DBEAB，HEA4BC 
“图 111) ,把 这 五 个 三 角 锥 体 相同 的 项 点 放 在 一 起 ， 相 同 的 边 会 
在 一 起 ， 相 同 的 面 合 在 一 起 , 便 得 到 一 个 最 简单 的 三 维 闵 晶体 ， 
叫做 硕 卡 莱 空 闻 。 因 其 研究 者 而 得 和 名。 自然 在 三 度 空间 中 你 把 
它们 含 不 起 米 ， 必 须 在 四 度 空间 中 才 合 得 起 来 ， 正 如 由 个 三 角 
形 ABC，BCD,，CDA，DAB 在 平面 上 合 不 起 来 ， 必 须 在 三 度 室 
间 中 才 合 得 起 来 一 祥 ( 参 看 上 节 中 图 931)。 上 而 的 分 割 中 有 五 个 
锥 体 、 十 个 三 角形 、 十 条 边 、 五 个 项 点 ， 所 以 

5+10~10-5=0 
即 是 欧 拉 一 一 谋 卡 药 数 是 零 。 


读者 不 要 小 看 这 个 席 卡 某 4 有 
空间 ， 它 的 体积 虽然 只 是 五 个 < 个 人 小 
三 角 锥 这 样 大 ， 但 是 它 是 无 边 8 c E 
界 的 ， 向 任何 一 方 贞 都 可 不 断 ° \ 7 

前 进 ; 正如 一 个 净 正 庶 在 三 角 4 站 
锥 而 4BCD 上 一 样 。 这 三 角 欠 ho EE /Ns 
面 的 面积 只是 四 个 三 角形 ， 可 人 人 
是 这 蝠 故 却 只 好 永远 在 上 面 这 

胞 ,无 法 息 出 。 图 11] 


二 维 半山 体 的 分 类 法 还 有 竺 进一步 的 研 究 。 庇 卡 菜 猜 测 只 
® 可 和 和 4 


有 一 类 。 这 是 一 个 长 期 没有 解决 的 问题 。 


VII 一 对 一 的 对 应 


把 一 个 樟 皮 的 图 形 拉 长 或 压缩 ， 这 图 形 中 的 任何 一 点 在 拉 
长 或 压 编 后 仍然 是 一 点 ， 不 会 变 成 两 点 。 性 向 不 同 的 两 点 也 杞 
然 是 不 同 的 两 点 ， 不 会 变 成 一 点 。 把 原来 的 点 和 拉 长 或 压缩 后 
得 的 新 感 配 成 对 ， 那 么 原来 的 图 形 的 点 和 新 得 和 的 图 形 的 点 刚好 
一 对 一 好 配 成 对 。 任 何 一 成 不 会 设 有 点 与 它 配 对 ， 也 不 会 有 两 
点 或 两 个 以 上 移 点 和 和 它 配 对 。 这 种 配对 法 叫做 一 对 一 的 对 应 。 
我 们 说 原 有 的 点 数 和 新 得 的 点 数 相 等 ,这 是 再 自然 没有 的 事 了 。 

息 设 取 一 直线 1， I 上 取 一 成 0 及 一 个 正方 同 ( 图 112), 1Y 虐 的 
点 便 可 用 数字 记 下 来 (参看 第 四 章 第 1 节 1 就 )。 现 在 用 E 记 所 有 
的 正 整数 代表 的 点 和 的 全 体 ， 即 是 1、2、3… 《一 直到 无 穷 )》 所 
代表 的 点 。 现 在 把 1 上 各 处 都 拉 长 一 局 ， 把 口 点 固定 ， 于 是 1 
点 拉 到 2 点 去 ， 2 点 拉 到 4 点 去 ，… 用 EB 记 2、4、… 《一直 
到 无 穷 )》 所 代表 的 点 。 照 上 面 的 定义 ，E 和 E/ 丙 以 有 一 对 一 的 
对 应 ， 而 是 8 和 E’ 的 点 数 相 等 。 因 为 E 包 括 1，2，3，4，5,6， 
… 等 后 ， 而 瑟 " 出 内 世 括 2，4， 

6, 等 感 ,斯 世上 内 是 5 的 一 部 rr 
分 ， 我 们 得 色 一 个 奇怪 的 娃 
论 ， 图 112 

E 内 可 以 找到 一 部 分 E' 的 态 数 和 E 的 全 部 分 的 点 数 相等 。 

这 个 结论 并 不 算 大 奇怪。 有 这 种 性 质 的 点 集 叫 做 无 穷 点 集 。 
如 果 一 个 点 化 $ 的 全 部 分 的 点 数 不 能 和 8 的 任何 一 部 分 的 点 数 相 
等 ，$ 韦 有 限 点 集 。 平 常 我 们 浙 过 到 的 事物 都 是 有 限 多 的 ,例如 
人 类 虽然 有 于 千 万 万 ， 我 们 可 以 随便 说 现在 至 多 不 超过 一 百 万 


大 ti -二 


力 ， 一 百 万 万 还 是 一 个 有 限 的 数字 。 

任何 二 无 穷 点 集 5 和 5 :的 点 数 不 一 定 会 相等 。 例 如 用 8 表示 
在 i 上 有 的 正 整 数 育 代表 的 点 的 全 体 。 用 3, 表示 1 上 所 有 的 点 ， 
你 便 不 可 能 把 S 和 S$ ;的 点 配 起 来 ，S, 中 总 会 有 无 配对 的 点 ,我 们 
说 Si 的 点 数 大 于 $ 的 点 数 。 

点 数 和 这 个 点 集 S 的 虚数 相 等 的 点 集 叫 做 可 数 无 穿 集 , 即 是 
说 这 点 集中 的 点 可 以 依次 序 1，2，3，4，… 排 下 去 ， 每 一 点 都 
排 得 到 。1 上 雇 有 的 点 如 要 排 威 l，2，3，4，… 的 次 序 , 总 有 些 
点 排 不 到 ， 这 种 无 法 排 威 1，2，3，4… 的 点 集 风 做 不 可 数 无 穷 
集 。 

和 尾 何 二 不 避 数 无 穷 集 的 点 数 了 出 不 一 定 会 相等 ,如 此 推 下 去 ， 
可 以 推 到 无 穷 。 

恨 设 一 平面 ( 关 ) 上 的 点 用 人 z， 力 记 , 一 直角 ! 上 的 点 用 z 所， 
竺 别 取 z，#，z 都 是 小 于 1、 但 是 大 于 识 等 于 零 的 部 分 ， 这 一 部 
分 在 (3 上 是 一 个 正方 形 ， 在 1 上 是 一 条 线段 。 任 取 这 样 一 组 
{z， 扫 ， 例 如 ， 工 =0.357…【 本 以 到 无 穷 )，# = 0.246 … 【如 
也 到 无 穷 )5 图 113)， 作 z=0.325476…。 反 之 ,z=0.12345…( 如 
以 到 无 穷 )， 作 z=0,13.，#= 
0.24…。 这 样 尾 何 一 组 (rz， 扮 ， 
可 汰 作 册 一 个 z， 尾 何 一 个 2 ， 
可 以 作出 一 组 Cr，z。2 和 
Cr, 拉 是 一 对 一 的 对 应 ， 所 以 一 
线 引 上 的 点 和 一 个 正 方形 内 的 
点 相等 。 推 而 广 之 ,我 们 得 到 一 
个 结论 ， 

定理 ”一 平面 上 的 点 数 和 
一 直线 上 的 点 数 相等 ,一 个 三 度 图 113 
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空间 里 的 点 数 和 一 平面 上 的 点 数 相等 。 
这 里 依 得 特 别 注意 的 是 ， 我 们 并 不 是 党 一 个 平面 可 以 过 成 
一 条 直线 ， 只 说 可 以 一 一 对 应 妥 了 。 


VI 一 对 一 的 连续 变换 群 


拉 长 或 压缩 一 个 橡皮 做 的 图 形 ， 但 不 要 拉 破 或 压 破 ， 这 叫 
做 一 对 一 的 连续 变换 或 拓扑 变换 ， 这 些 变换 的 全 体 组 成 一 群 叫 
做 一 对 一 的 连续 变换 群 ( 或 拓扑 变换 群 )。 在 这 群 下 研究 图 形 的 
不 变 的 性 质 叫 做 一 对 一 的 连续 变换 群 下 的 几何 学 ， 或 者 简称 为 
拓扑 学 。 


IXx 其 他 的 问题 


拓扑 学 中 的 问题 很 多 ， 现 在 随便 提出 世 个 来 。 


1 空间 移 扒 数 


我 们 平常 都 朋 抱 了 三 维 空间 、 二 维 空间 的 说 法 。 空 间 的 维 
数 也 是 拓扑 学 中 研究 的 对 象 ， 例 如 一 张 平面 无 论 如 何 拉动 ， 只 
要 不 拉 破 ， 一 定 拉 不 成 一 条 线 5 一 个 立方 体 无 论 如 何 控 动 ， 只 
要 不 拉 破 ， 一 定 拉 不 成 一 张 平面 。 一 般 地 说 ， 直 线 是 一 维 的 ， 
平面 是 二 维 的 ， 立 体 是 三 维 的 。 这 维 数 不 因 拉 泗 而 变更 ， 关 于 
维 数 的 定义 以 及 问题 的 大 部 分 都 解决 了 。 

上 述 这 些 研究 并 非 全 是 只 有 数学 兴趣 的 东西 ， 在 若干 工程 
问题 上 有 着 它 的 应 用 ， 将 这 类 拓扑 方法 用 来 解决 无 线 电 技术 中 
的 非 线性 据 蕊 向 题 ， 这 类 现象 例如 在 无 线 电 的 收发 报 中 便 是 广 
话 出 现 的。 拓扑 方法 ， 在 无 线 电 技术 和 非 线 性 自动 控制 理论 的 
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研究 工作 者 已 成 为 日 常 的 数学 工具 。 


图 114 
2 路 径 各 十 


例如 一 个 花 宙 (图 114)， 贸 中 随便 修 些 道路 ,现在 要 把 所 有 
的 道路 走 完 ， 但 每 条 只 走 一 次 ， 是 不 是 能 够 ? 这 一 类 的 问题 很 
多 。 


3 蝎子 局 十 
在 空中 任 取 一 条 橡皮 绳子 将 它 
铺 成 图 115 的 祥子 ,研究 这 橡皮 强 子 
有 些 什么 不 因 拉 动 而 变 的 性 质 。 又 EN 
任 到 两 条 这 样 的 绳子 ， 如 何 可 以 知 
道 由 一 条 可 以 拉 成 另 一 条 的 样子 ? 0 
把 几 条 绳子 打 成 振子 样 的 东西 ， 研 
究 有 些 什么 不 因 拉 动 而 变 的 性 质 。 
这 些 问题 还 有 进一步 的 研究 。 图 115 
4 定点 问题 
抠 一 个 球 的 苦心 固定， 把 这 妹 随便 转动 若干 次 (图 1167。 转 
= 下 


定之 后 ， 这 球面 上 至 少 有 两 点 又 转 回 原来 的 位 置 ， 或 者 根本 就 
役 有 动 。 这 即 是 说 经 过 随便 名 少 次 的 任意 转动 之 后 ， 仍 然 可 以 
找到 两 个 点 在 原 地 ， 至 于 这 两 个 点 如 何 找 法 是 另 一 问题 ， 但 它 
们 的 存在 则 毫 无 疑问 。 这 种 问题 就 叫 定 点 问题 。 


图 116 

此 外 还 有 很 多 问题 ， 此 地 不 能 一 一 述 及 了 。 

在 叙述 了 几何 学 这 些 重大 发 展 之 后 ， 我 们 要 谈 到 二 十 世纪 
的 自然 科学 的 最 大 成 就 之 一 的 相对 论 ， 从 几何 学 的 角度 来 看 ， 
不 仅 夏 研究 空间 的 性 质 ， 而 且 要 研究 时 间 的 性 质 ， 空 间 和 时 河 
不 可 分 制 ， 这 是 人 类 认识 上 的 一 汐 革 命 性 的 飞跃 ， 几何 学 也 就 
从 传统 的 空间 形式 研究 的 狭 获 范围 发 展 到 空 时 四 维 有 机 联系 的 
研究 。 这 样 我 们 便 要 转 到 空 时 罗 元 儿 税 学 的 介绍 。 
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第 十 章 ” 空 时 四 元 几何 学 


I 衬 峙 观点 的 发 展 


列宁 在 + 唯物 主义 和 经 验 批 判 主 义 ?中 有 一 自 精 中 的 论述 ， 
“世界 上 除了 运动 着 药物 质 ， 什 么 也 投 有 ,而 运动 着 的 物质 只 有 
在 时 间 和 空间 之 内 才能 运动 。 人 类 的 鞋 空 观 念 是 相对 的 ， 但 绝 
对 真理 是 由 这 些 相对 的 观念 构成 的 ， 这 些 相 对 的 观念 在 发 展 中 
走 癌 绝对 真理 ， 接 近 纺 对 真理 ”。 

这 一 段 话 给 了 我 们 多 方面 的 启发 

第 一 、 辩 证 瞧 物 论 者 认为 具有 运动 着 的 物质 ， 其 它 的 都 是 
没有 的 。 

第 二 ， 运 动 着 的 物质 与 时 间 和 空间 是 联系 在 一 起 的 。 因 此 
财 池 和 空间 基 不 可 分 和 的， 它们 是 和 运动 着 的 物质 联 在 一 起 的 。 

这 样 一 来 ， 只 研究 空间 形式 的 吉 典 几 徊 概念 便 不 驶 了 ， 必 
须 友 究 空间 与 时 闻 相 联系 的 四 元 儿 箱 学 。 这 是 一 个 观点 上 的 发 
展 ， 并 且 必 须 研究 与 运动 着 的 物质 相 联 系 的 空 时 四 元 几何 学 ， 
而 不 是 抽象 的 与 物质 没有 关系 的 几何 学 ， 这 又 是 观点 上 的 又 一 
重大 发 展 。 

第 三 、 人 类 的 时 空 观念 是 相对 的 ,是 逐步 接近 绝对 真理 的 ， 
岗 此 ， 时 空 观念 必须 不 断 疝 前 发 展 ， 它 也 果然 不 断 癌 前 发 展 ， 
下 而 我 们 首先 来 看 一 看 十 九 世 纪 以 前 的 空 时 观点 的 发 展 。 
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I 吉 典 的 衬 时 观点 


1 我 国 古 代 药 空 时 观点 


我 国 古 代 的 折 学 家 已 让 了 朴素 的 唯物 主义 的 观点 ， 例 如 后 
期 时 家 对 于 空间 和 时 间 的 究 念 已 经 下 了 上 比较 确切 的 定 义 。“《 淮 
南 " 原 道 y 中 有 一 外 话 “上 下 四 方 日 字 ， 往 古来 今日 宙 "就 是 说 ， 
上 下 、 率 王 、 南 北 梅 成 三 维 空 间 , 过 去 、 现 在 ,未 来 构成 一 维 时 ， 
“ 宇 岂 ”两 字 联 在 一 起 ， 便 表示 空间 与 时 间 相 联 在 一 起 成 为 一 个 
空 时 四 元 体 。 


2 慨 利 团 的 空 时 观点 


朵 利 略 是 文艺 复兴 所 西方 自然 科学 的 始祖 。 他 研究 了 运动 
者 的 系统 与 空 时 的 关系 。 例 如 一 条 铁道 上 有 一 列 火 车 在 作 等 速 
度 v 前 进 ， 铁 道上 记录 空间 坐标 与 时 间 誉 标 用 (z， 记 来 记 , 火 车 
上 记录 空间 些 粹 与 时 间 举 标 用 (x*，t") 来 忆 , 对 学 这 商 个 系统 ， 
个 利 略 给 岂 了 两 个 关系 

下 二 

前 一 个 关系 表现 凡 两 个 系统 (列车 与 铁路 ) 有 相对 运动 速度 0 
的 关系 ， 后 一 个 关系 则 是 一 个 近 航 关系 ， 邵 个 利 略 翁 定 任何 两 
个 系统 的 时 间 孝 是 相同 的 ， 也 可 称 为 “时 间 匈 对 性 ”假定 ， 或 
“ 戎 利 略 假定 ”， 这 是 一 个 仿 射 变换 ， 用 图 形 来 表示 ,如 图 (117) 


t ft: x= Ut 


pi 


请 II17 


中 了 了 了 


这 里 2 轴 荐 大 =0, 由 于 ti" =t， 凤 1=0， 即 zx 轴 。 故 1” = 
存 图 上 表示 是 x* 轴 与 7 轴 重 合 。 另 一 方向 x*" 天 x， 因 此 ,t“ 轴 和 
t 轴 除 t= t= 人 0 一 成 外 是 分 开 的 。 具 体 地 说 二 轴 即 2” =0， 而 2” 
=x-vt， 故 得 到 x 一 vt = 人 0 或 Y=vt。 因 此 在 (x， 仆 坐标 图 上 ， 
1" 轴 的 轨迹 是 ?=vt。t* 轴 与 1 轴 分 离 。 

将 上 两 式 相 除 ， 即 有 


rx" 下 一 于 下 区 


UV 
t t i 


或 HW "=U 一 Uv 

这 个 关系 使 是 日 党 生活 中 常用 的 概 合 ;顺水 行船 ， 速 度 相 
加 ; 逆水 行 艇 ， 速 度 相 减 。 由 此 得 到 一 个 重要 前 结论 是 ， 如 果 
v0， 则 ww" 关 W， 这 便 是 t+" = 上 报 定 下 所 得 到 的 结论 。 


II 爱 因 斯 坦 的 狭义 相对 论 的 空 时 观点 


1 光 冲 不 变 实 验 导 出 时 间 相 对 性 概念 


十 轧 世 纪 末 期 ， 实 验 得 出 光速 不 服从 车 利 酷 的 速度 加 减 规 

律 , 亦 即 实验 得 出 ,对 于 光速 

CAEC™~Y 

而 是 很 接近 于 2 ”= 5 面 对 这 种 情况 , 爱 因 斯 坦 握 出 放弃 全 利 栈 的 
“时 间 相 对 福 ” 的 假定 ， 市 代 之 以 “光速 弧 对 性" 的 假定 ， 亦 称 
爱 因 斯 坦 假 定 。 从 几何 学 的 观点 看 这 是 容易 作 到 的 。 设 ce* = c， 
取 工 =ct，T = 人 则 (rt 光标 变 成 (和 ， 工 学 标 ， 折 速 角 恋 
上 成 X=T 和 X= 了 T" 《向 前 发 射 的 光速 }。 注 意 到 X= 工 是 XX 轴 和 TT 
轴 夹 角 的 分 角 钱 ， 或 者 反 过 来 说 ; X 轴 和 T 轴 对 称 于 光速 线 
艺 =T， 同 理 X"”= TI 是 X" 轴 和 工 " 轴 夹 角 的 分 角 线 ， 或 者 反 过 来 
说 : 民 " 轴 和 T 输 对 称 于 光速 线 X "= 工 ， 注 意 到 北 速 线 X= 了 和 


* 了 


4 = 是 同一 条 线 ， 亦 是 ， 这 个 几何 图 形 ， 便 是 直面 的 图 118 


X=T XT 


x 


图 118 

亦 即 和 = 了 邹 X* =T* 是 角 XOT 和 X*OT* 的 分 角 线 ，T"* 轴 偏 离 T 
轴 ，X" 轴 偏离 X 轴 ， 人 偏离 角 一 样 ， 电 此 保证 了 分 角 线 不 变 。 

这 样 一 个 简单 的 几何 学 的 变 化 ， 亦 即 X* 轴 偏 离 X 轴 却 带 来 
了 物理 学 上 的 空 时 梳 人意 的 根本 革命 ， 亦 即 X" 畏 与 葡 输 分 离 ， 从 
而 导致 站 拓 TY， 或 二 去 这 样 就 否决 了 伽利略 的 假定 “二 = t” 
页 由 爱 因 斯 坦 假 定 "c” =e 所 取代 。 

现在 形象 化 地 给 一 个 例子 来 说 明 X" 轴 偏 离 X 转 的 物理 合 
尽 ， 设 在 列车 上 有 三 个 人 上, 理 ,C 在 列车 上 和 齐 唱 ， 亦 即 

工 = 了 = 了 ”= 总。 

设 4 在 车头 ， 了 在 车 中 , 《在 车 尾 ， 则 由 图 119 可 见 工 4>>Tp>>Tc 


图 119 


亦 即 从 铁道 系统 看 来 ， 这 三 信人 不 是 齐 眠 , 而 是 车 尾 的 C 先 唱 ， 
车 中 的 8 次 唱 ， 车 头 的 4 最 后 晶 。 

不 同系 统 有 不 同 的 同时 福 ， 这 是 对 于 空 时 观点 的 一 次 革命 
性 的 变革 ， 是 爱 因 斯 坦 的 一 大 页 献 。 
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2 ” 空 时 距离 及 尺 缩 ， 钟 民 


离 4 有 公式 
4=w |(T, ~ T° 一 《有 1 一 天 7] 。 


它 不 是 如 第 一 章 所 说 的 加 号 的 勾 股 定理 ,而 是 减 号 的 色 股 定理 。 
这 祥 一 来 “ 空 时 ” 九 何 使 与 前 面 讲 过 的 “空间 ”几何 有 了 本 质 
的 区 别 。 

下 面 我 们 来 讲 儿 个 根本 性 的 区 别 ， 

尺 缩 “ 设 列 车 从 自己 的 系统 即 在 T* = 0 时 的 长 度 为 OA"， 
但 从 铁道 系统 即 在 了 = 0 时 晤 出 长 度 为 04 如 图 120 


图 120 图 121 
应 用 减 号 的 多 股 定理 ， 得 到 OA=0A*Ww1-Vi <04', V = 


到。 物理 意义 是 : “自己 系统 测 出 长 度 为 04"* 的 列车 ， 从 铁道 系 
统 测 得 长 度 为 04， 并 且 OA*>0A” 或 者 说 ,“ 运 动 着 的 尺子 变 
短 ” 简 称 “ 尺 缩 "。 

由 此 可 见 ， 网 一 刚体， 长度 与 测度 系统 有 关 ， 妓 与 测量 系 
统 的 同时 性 有 关 。 空 间 与 时 间 有 机 地 融合 在 一 起 ， 成 为 空 时 由 
元 体 了 。 

钟 慢 ” 设 列车 上 有 一 个 囊 随 列车 运动 如 图 121 所 示 。 

了 2。 


则 由 列车 系统 看 , 它 上 面 的 表 记 录 了 的 时 间 为 了" = 0OB*, 由 铁道 
系统 看 ， 所 经 过 的 时 间 为 了 = GDB。 由 于 


BB* =vt = (T)Ct) =VT, V = 


以 及 减 号 的 勾 股 定理 为 
T*=(0B)" =v (OB) (HBB) =v TLVT) 
= Tw I—¥*, 

故 T" < 工 , 隐 运动 的 时钟 变 慢 ? 或 者 简称 “ 钟 慢 ”, 因子 TV2 
称 为 洛 伦 兹 因子 。 这 一 现象 已 为 人 井 卫 星 上 的 钟 所 证 实 ， 也 为 
回旋 加 速 妖 中 的 基本 粒子 如 介子 的 衰变 所 证 实 。 

还 与 一 个 有 趣 的 定理 ， 说 有 三 个 字 宙 飞船 在 宇 密 中 相互 作 
等 速 运动 ， 两 两 相交 ,如 转 122 从 空间 三 贡 形 来 看 有 两 边 之 和 大 
于 第 三 边 ， 即 


OA+ AB>0B, 8 
但 是 ， 从 三 个 飞船 上 的 三 个 钟 所 记录 上 
的 时 间 则 有 ， 人 时 间 三 角形 二 边 之 和 小 了 上 4 
于 第 三 边 ， 即 ¢ 
T+T,<"T,, 
这 内 要 考虑 到 空间 距离 是 减 导 的 入 上 股 0 
定理 ， 醒 可 以 得 到 ， 图 122 


注意 ， 空 间 三 角形 没有 方向 问题 ， 套 间 则 基 有 方向 的 ， 不 
能 随便 写 ， 例 如 了 ,+ 工 ,过 TT,。 必 须 硕 时 间 发 展 方 向 接 下 走 。 
钟 慢 效应 为 宇宙 航行 飞 向 干 月 方 光 年 远 好 的 恒星 的 可 能 性 
提 殿 了 理论 根据 。 
3 洛 伦 兹 灾 换 
前 而 已 经 看 到 不 同系 统 的 钟 和 只 的 读数 都 益 一 个 洛 伦 兹 因 
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子 v“1-Y: ， 因 此 ， 代 利 略 的 公式 z" = 了 工 -UT = ~-YT, 世 差 一 
个 因子 ， 即 得 到 
， ~VT 
x IV" 
内 于 图 118 的 对 称 性 ， 立 即 可 得 对 称 公式 
rr 人 一 YX 
w 1 一 YY2” 
这 两 式 台 并 恒 雇 定 了 (X”， 工 ?和 (,T) 之 间 的 变换 关系 ， 这 称 
为 滞 伦 兹 变 撞 


特别 对 于 光速 线 主 -= 1， 则 


RIT = CX-VTY CT -VXY 


x 

未-Y) 

i RR 
(1~VA) 

=1—- V/V =1, 


大 在 (X, 了 及 CX" ,T") 系统 中 光速 都 是 1。 这 便 是 图 118 中 的 几 
何 图 形 的 代数 表示 。 


LIY 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 的 空 时 观点 


1 物质 的 存在 对 空 时 结 梅 的 影响 
物质 的 较 围 并 不 是 真空 ， 物 质 的 存在 使 其 局 转产 生 了 引力 
场 。 引 力 场 就 是 物质 存在 的 一 种 有 形式。 引力 场 中 的 运动 是 变速 
和 的， 不 是 等 速 的 ， 所 以 不 能 直接 用 上 节 的 结果 ， 因 为 上 节 痢 号 
对 等 速 而 走 的 。 但 是 正如 曲线 可 用 直线 发 来 氨 近 ， 变 速 也 可 用 
+ 128 +* 


等 速 在 局 部 朋 时 来 站 近 。 因 此 ， 只 要 决定 出 局 部 瞬时 的 速度 ， 
也 就 可 以 得 到 局 部 髓 时 的 空 时 结构 所 受到 要 力 的 影响 。 

以 一 个 孤立 的 重 质量 物体 例如 太阳 或 其 他 恒星 为 例 ， 它 的 
引力 场 按 牛顿 万 有 引力 的 平方 反比 关系 有 引力 


这 里 是 万 有 引力 常数 ， 忆 =6.670x 10"*: 厘 米 :/ 秘 克 ，M 为 重 
物质 的 质量 ， 了 市 为 运动 着 的 物质 的 质量 ， 玉 为 两 者 的 虑 离 。 


令 无 限 远 处 位 能 为 等 ， 则 在 R 处 的 位 能 为 ~ G5。 在 无 限 


远 处 为 静止 的 物体 m, 在 引力 场 中 下 落 , 到 R 处 的 动能 为 -了 mo? 


由 能 量 守 恒 关 系 得 到 动能 加 位 能 的 总 和 不 变 ， 即 


工 
~ 
2 


因为 在 无 限 远 处 U- = 0， 有 只 -= co 由 此 可 得 在 R 妈 有 
2MG 


六 (人 -RR 


此 地 工 = -25 是 一 个 长 度 


1-V*=1 页 一 


现在 在 局 部 用 时 处 ， 由 于 引力 场所 产生 的 影响 相当 于 Y 
所 产生 的 影响 。 因 此 ， 有 局 部 瞬时 的 沼 伦 慈 因子 w1-V2 = 


2L 
V1- 定 . 
在 庶 有 引 方 作用 时 ， 已 部室 时 距离 
d=(tT,.-—-T)*- (Ri~ RR), 


* 了 呆 站 下 


现在 有 了 引力 场 的 影响 ， 还 联 加 上 上 尺 缩 钟 慢 效 应 ， 亦 是 要 改写 
成 
一 _ 有 FS 久 (R,~R)’ 
d=t1— VT T12 vi 
但 这 只 适用 于 局 部 了 解 时， 因此， 还 要 写成 微分 形式 
dR: 


dS = C1— VI)dT 
St = (1 一 Y2) yr 


将 1-V:=1-- 守 代入 ， 得 到 公式 


ds:= {1 -入 ) dT? ~- 2 ， 
"RR 


这 是 孤 站 大 质量 MM 的 引力 场 沿 径 向 方向 的 空 时 距离 公式 ， 特 刘 
值得 注意 的 是 这 里 时 间 GT ”和 空间 4R* 的 系数 反 号 , 这 样 空 时 几 
何人 恒 呈 现 双 曲 型 ， 它 是 蚁 于 第 三 章 中 所 说 的 罗氏 几何 学。 并 县 
它 比 哆 狼 刘 称 为 “ 量 艺 人 司 学 ”的 理论 还 要 “ 生 ” 一 些 。 击 此 可 
见 ， 现 实 常 常 可 能 超 册 人们 亡 敢 大 蛆 设想 的 范围 。 罗 族 抑 何 学 
存 天 文 尺度 上 的 大 质量 的 附 近 的 引力 场 中 得 到 实现 。 物 质 的 存 
在 通过 引力 场 的 作 册 ， 使 得 附近 的 空 时 产生 不 均匀 ”( 因 随 R 不 
两 而 改变 》 的 变形 。 这 是 爱 因 斯 坦 广 义 相 对 论 的 核心 思想 。 由 
此 可 见 ， 空 时 结构 不 能 脱离 物质 移 影 响 。 


? 变形 空 对 结构 中 的 物理 效应 


还 在 一 百年 前 ， 天 才 的 数学 家 黎 曼 就 提出 了 研究 弯曲 的 空 
间 的 性 质 的 儿 柯 学 。 大 来， 高 斯 已 经 研究 了 三 维 空间 中 的 二 维 
商 面 的 几何 学 ( 见 第 六 章 第 三 节 ) 并 且 引 入 了 高 斯 曲率 来 刻 划 
曲面 的 论 则 情形 。 黎 曼 更 进一步 ， 研 究 多 维 空 间 的 弯曲 程度 ， 


了 了 


他 引入 了 刻 划 多 维 空间 的 弯曲 程度 的 签 曼 曲 率 张 量 。， 在 答 田 的 
教授 任职 报告 中 提出 了 这 一 思想 ， 现 在 已 经 发 展 成 为 几 倍 学 的 
一 大 分 枝 一 一 区 部 几何 学 。 在 那 次 报告 时 ， 在 肉 的 只 有 山 斯 才 
能 理解 这 一 杰出 的 思想 的 深刻 意义 。 但 是 在 爱 因 斯 坦 竟 广义 相 
对 论 中 ， 由 于 四 维 空 时 结构 受到 物质 的 引力 场 的 影响 而 产生 了 
变形 。 在 这 种 变形 的 四 维 空 时 结构 中 ， 第 坚 的 思想 成 为 一 种 必 
需 的 数学 工具 。 现 实 世 界 比 黎 尝 所 设想 的 还 要 更 进一步 的 复杂 
忆 ， 因 为 在 歼 曼 的 论文 中 ， 工 离 的 平方 是 非 负 的 ， 而 存 空 时 绪 
构 中 ， 空 时 四 离 的 平方 可 正 可 负 ， 具 体 地 说 ， 时 向 为 正 ， 空 间 
为 负 。 在 这 样 的 空 时 结构 中 ， 相 应 于 曲面 上 的 最 短 呀 离 一 一 浏 
地 线 的 地 位 的 是 长 时 线 ( 亦 即 因为 时 间 三 角形 两 边 之 和 小 于 第 
三 边 之 故 , 长 时 线 是 确定 的 ?光线 在 直 力 场 中 不 再 走 交 线 即 空间 
中 前 短程 鳅 而 是 在 走 变形 空 时 结构 中 的 长 时 线 。 特 别 当 光线 掠 
过 太阳 表面 时 ， 长 时 线 的 登 曲 可 以 加 以 测量 ,一 艇 在 日 全 虱 财 
太阴 被 月 球 下 住 ， 背 后 的 得 星 便 可 以 看 得 外， 恒星 来 的 光线 受 
到 太阳 的 影响 在 变形 了 的 空 时 结构 中 产生 了 偏转 ， 司 得 从 地 妹 
上 的 观测 者 得 到 这 个 恒星 有 一 个 突然 移动 的 假象 《如 图 123)。 
因此 一 般 在 日 全 俐 时 ， 痢 要 观测 这 一 物理 效应 。 册 此 可 见 ， 


_ 一 家 表 


Te 


地 球 月 球 太阳 
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在 物质 附近 ， 册 于 引力 场 的 作用 ， 产 生 尺 给 。 钟 慢 ， 因 而 空 时 
鼎 和 让 ] 导 


结构 中 ， 一 切 运动 都 要 偏离 未 变形 的 空 时 结构 中 的 正常 运动 。 
光线 进行 的 线 变 弯曲 是 一 个 例子 ， 另 一 个 便于 是 在 未 变形 的 空 
时 结构 中 ,行星 绕 太 阳 作 糊 图 形 轨道 的 运动 ,在 太阳 系 附 近 的 已 
变 了 形 的 空 时 结构 中 ， 这 个 柄 图 便 不 再 对 闭 而 其 近日 点 是 向 前 
推移 的 ， 即 所 谓 行 星 轨 道 近 日 点 的 进 动 ,其 他 例子 不 再 多 举 了 。 


Y 简短 的 小 结 


二 十 世纪 科学 的 一 大 革命 是 爱 因 斯 坦 的 相对 论 对 于 空 时 概 
念 的 改变 与 发 展 ， 空 间 与 时 间 不 再 能 分 离 。 儿 何 学 由 三 维 空间 
的 几何 发 展 为 四 维 空 时 的 几何 ， 由 空 无 一 物 的 平 直 的 空间 结构 
发 展 为 有 物质 的 引力 影响 的 变形 的 空 时 结构 ， 这 种 结构 比 罗氏 
的 “ 虚 几 何 学 ”还 村 “ 虚 * 比 楷 曙 几何 的 结构 还 要 复杂 。 科 学 
家 的 天 才 的 想象 力 超过 了 他 们 所 处 的 时 代 的 科学 发 展 的 水 平 ， 
但 是 ， 对 物理 世界 的 更 深入 的 研究 反 过 来 义 超过 科学 家 的 天 才 
想象 力 所 能 设 想 的 概念 。 这 就 是 自然 科学 发 展 的 辩证 法 。 因 此， 
深入 实际 、 大 明 创 新 这 是 几何 学 发 展 的 必然 的 道路 。 

对 本 章 详 细 内 容 与 推导 有 兴趣 的 读者 ,可 以 参看 作者 的 * 空 
说 、 时 间 和 运动 着 的 物质 一 书 C1979 年 贵州 人 民 出 版 社 出 版 >。 


二 过 


